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GEOMETRIE 

DESCRIPTIVE 
PREMIÈRE PARTIE 

DU POINT, DE LA DROITE ET DU PLAN 



CHAPITRE I 



NOTIONS PRELIMINAIRES 



§ I. — INTRODUCTION 

1. La Géométrie descriptive est la partie des mathématiques 
appliquées qui a pour but de représenter avec exactitude sur un 
plan les figures de l'espace , et de résoudre à 
Faide de la géométrie plane les problèmes où 
Ton considère les trois dimensions. 

Les méthodes ordinaires pour représenter 
les objets déforment plus ou moins les figures; 
ainsi le dessin d'une pyramide ne donne ni 
la grandeur de la base ni celle* des angles, 
tandis que la géométrie descriptive fait con- 
naître la vraie grandeur des lignes et celle 
des faces de la pyramide. 

2. Définition. La projection d'un point, sur un plan, est le 
pied de la perpendiculaire abaissée du point sur le plan» 

1 
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GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 

Ainsi a est la projection du point A sur le 
plan M. 

La projetante d'un point donné est la per- 
pendiculaire abaissée de ce point sur le plan 
considéré : Aa est la projetante de A. 

On appelle plan de projection le plan sur 
lequel on projette la figure à étudier. 

3. Un point n*est pas complètement dé- 
terminé par une seule projection. En effet , 
si b est la projection donnée, le point projeté 
peut être un point quelconque de la perpen- 
diculaire illimitée zz\ 

Pour fixer la position d'un point dans l'es- 
pace , on emploie ordinairement une des deux 
méthodes suivantes. 



4. fltéthode des projections. Dans la première méthode, on 
donne les projections a et a' du point A, 
sur des plans rectangulaires H et Y. Le 
point est déterminé , car il se trouve à l'in- 
tersection des perpendiculaires az^ a^z' ; 
ce mode de représentation est connu sous 
le nom de Méthode des projections. Les 
deux premières parties de cet ouvrage sont 
réservées à l'exposition de cette méthode. 

5. Méthode des plans cotés. Dans la seconde méthode, on 
donne la projection a du point et la cote de 
ce point. La cote d'un point est la valeur nu- 
mérique qui exprime la longueur de la pro- 
jetante Aa, L'ensemble des principes relatifs 
à ce mode de représentation constitue la Mé- 
thode des plans cotés (3^ partie, n^ 230). 

6. Plans de projection. Dans la méthode des projections, on 
emploie deux plans perpendiculîiires ; l'un d'eux est nommé plan 
horizontal^ et l'autre, plan vertical. Ces deux plans sont illi- 
mités en tout sens. 

On appelle ligne de terre l'intersection des deux plans de pro- 
jection; elle est indiquée par œy ou par LT. 

Relativement à l'observateur supposé placé à droite, vers le 
haut de la figure, AH est la partie antérieure du plan horizon- 
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l^^ PARTIE. — DU POINT, DK LA DROITE ET DU PLAN 3 

tal , PH la partie postérieure du Daême plau ; SV la partie supé- 

SX4 




rieure du plan vertical, et IV la partie inférieure. 

7. Les deux plans forment quatre angles dièdres droits dési- 
gnés par les noms ^^ antérieur -supérieur, postérieur -supé- 
rieur, postérieur 'inférieur et antérieur -inférieur, ou plus 
simplement par les numéros 1,2,3,4. 

L'observateur est toujours supposé placé dans le premier 
dièdre, ayant a? à sa gauche et t/ à sa droite; généralement on 
place aussi dans le premier dièdre la figure à étudier, de sorte 
que les projections se trouvent sur AH et sur SV, mais les 
constructions à effectuer pour résoudre une question, et les don- 
nées parfois imposées conduisent fréquemment à la considéra- 
tion des autres dièdres. 

8. Rabattement du plan vertîoal. Pour ramener Pétude des 
figures à trois dimensions à des problèmes de géométrie plane , 
on fait tourner le plan vertical autour de la ligne de terre, de 
manière que sa partie supérieure SV vienne se placer sur la 
partie postérieure PH du plan horizontal; alors la partie infé- 
rieure IV du plan vertical vient s'appliquer contre la partie an- 
térieure ÀH du plan horizontal. 

Dans les applications , le rabat- 
tement est supposé effectué; par 




(PH) 



SV 



(iv) An 

suite on se borne à tracer la ligne 
de terre sur la surface plane où 
Ton veut dessiner. 
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A ' \ GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 

9. On nomme épure la représentation d'une figure de Pespace . 
par ses projections, le plan vertical étant rabattu sur le plan ho- 
rizontal. 

L'épure peut être placée verticalement sous les yeux de l'ob- 
servateur; c'est ce qui arrive pour les épures tracées sur le ta- 
bleau noir; on suppose alors que le plan horizontal a tourné 
autour de œy, de manière que sa partie antérieure est venue 
recouvrir la partie inférieure du plan vertical. 

Lire une épure ^ c'est ramener, par la pensée, les deux plans 
de projection à être perpendiculaires l'un à l'autre et se rendre 
compte de la figure de l'espace représentée par le dessin. 

10. Plan de proEl. Généralement deux 
plans de projection suffisent pour étudier 
le figures de l'espace ; néanmoins , dans 
certains cas , on a recours à un troisième 
plan P perpendiculaire aux deux premiers; 
7 on le nomme plan de profil; on peut le 
rabattre sur le plan horizontal en le faisant 
tourner autour de Im, ou sur le plan 
_ ^ vertical en le faisant tourner autour de 

" In, 

11. Conventions pour le dessin. Les plans de projection sont 
considérés comme opaques; par suite, les figures situées dans 
le premier dièdre peuvent seules être visibles. La ligne de terre, 
les projections des données et celles des résultats obtenus sont 
représentées en noir par un trait plein lorsque les lignes proje- 
tées sont visibles, et par un pointillé rond lorsqu'elles sont in- 
visibles; ordinairement, le trait qui indique la réponse est plus 
fort que celui des donnés. Les lignes auxiliaires sont au carmin, 
les projetantes peuvent être représentées par un trait bleu ; dans 
la gravure, les couleurs sont remplacées par des lignes formées 
de petits traits, 

§ II. — DU POINT 

12. Pour déterminer la position d'un point donné A, on le 
projette sur deux plans rectangulaires [n» 6]. La projection ho- 
rizontale est désignée par o^ et la projection verticale par a\ 

Théorème. 

13. Après le rabailement du plan vertical, les projections 
d'un point donné sont sur une même perpendiculaire à la 
ligne de terre. 
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r° PARTIE. — DU POINT, DE LA DROITE ET DU PLAN 5 

En effet, la projetante Aa est perpendiculaire au plan horizon- 
tal, Aa' Test au plan verti- 
cal, donc le plan Aa'ma de 
ces droites est perpendicu- 
laire à chaque plan de pro- 
jection et par suite à leur 
intersection xy [Géométrie, 
332, 336]; donc œy est per- 
pendiculaire aux droites ma, 
tna' menées par son pied dans 
le plan mA; dans le rabatte- 
ment du plan vertical autour de la ligne de terre, ma' restant 
perpendiculaire à xy, vient donc se placer en ma\ dans le pro- 
longement de am. 

14. Soolies. I. La distance d'un point au plan horizontal est par- 
fois nommée ordonnée de ce point; elle est égale à la distance 
de lar projection verticale à la ligne de terre, car la figure Aa'ma 
est un rectangle, donc l'ordonnée Aa^^a'm, 

La distance d'un point au plan vertical peut être nommée éloi- 
gnement de ce point; elle est égale à la distance de la projec- 
tion horizontale à la ligne de terre, car Téloignement Aa'==am. 

IL Si le point donné B appartient au deuxième dièdre, la 
projection horizontale b se trouve sur la partie postérieure du 
plan horizontal, et après le rabattement du plan vertical, les 
projections b, b\ sont du même côté de ocy. Sur Fépure E, le 
point B serait indiqué par [b, 6'). 




y 



III. Si le point appartient au plan vertical, sa projection hori- 
zontale est sur la ligne de terre; et lorsque le point appartient 
au plan horizontal, sa projection verticale est aussi sur la ligne 
de terre. 

Théorème. • 

15. Réciproquement. Après le rabattement du plan vertical, 
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6 GÉOHÉTRIB DESCRIPTIVE 

defax points situés sur une même perpendiculaire à la ligne 
de terre sont les projections d'un même point dé Vespace, 

Soient les projections 6 et '6' 
situées sur une même perpen- 
diculaire à œy. Relevons le plan 
vertical ; m6' reste constamment 
perpendiculaire à la ligne de 
terre et devient mb\. Le plan 
déterminé par les perpendicu- 
laires mh, mh\ est lui -môme 
perpendiculaire à xy, et par 
suite à chaque plan de projection ; donc il contient les projetantes 
hc, h\d [Géométrie, 335], et ces lignes situées dans un même 
plan se coupent en un point B , dont les projections sur Pépure 
sont 6 et h\ 

16. Posltîong du point. Le point peut occuper neuf positions 
principales par rapport aux plans de projection. 



/y 



-\z 



w 



04 C 

(IV) 



(PHJ 



/î 



-^ 



sv. 



AH. 



y 



lA' 



lo A est situé dans le premier dièdre, car a se trouve sur la 
partie antérieure du plan horizontal , et a' sur la partie supé- 
rieure du plan vertical. 

20 B est dans le deuxième dièdre, car h est sur PH, et h' 
sur SV; 

3® C est dans le troisième dièdre ; 

40 D, dans le quatrième; 

5° E se trouve sur la partie antérieure du plan horizontal , car 
e' est sur ocy, et e sur AH (n®14, scolie III); 

6<> F est sur la partie postérieure du plan horizontal ; 

70 G , sur la partie supérieure SV du plan vertical ; 

8<» H , sur la partie inférieure IV du plan vertical ; 

90 I, sur la ligne de terre. 

Remarque, Lorsqu'un point a ses projections d'un même côté 
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l^'o PARTIE. — DU POINT , DE LA DROITE ET DU PLAN 

de œy, il appartient au deuxième dièdre ^ 
ou au quatrième. 

Le point qui appartient au plan bis- 
secteur de l'un des quatre dièdres que 
forment les plans de projection est éga- —jn 
lement éloigné du plan vertical et du 
plan horizontal : ainsi am = ma! , 
bm=mb' , etc.; donc, lorsqu'un point a. 
est sur le plan bissecteur des dièdres 2 
et A, ses projections se confondent sur Tépure 



a'^d' 



17. Donner ou chercher un point, c'est donner ou chercher 
les projections de ce point. 

Pour désigner le point dont les projections sont a et a' on 
écrit : le point A ou bien le point (a, a'). 



% m. — DE LA DROITE 



sur un plan est le 




18. Définition. La projection d'une ligne 
lieu des projections de ses points sur ce 
plan. 

Ainsi abc est la projection de la ligne 
ABC. 

Les projetantes Aa, B6, Ce, etc., sont 
parallèles entre elles, car elles sont per- 
pendiculaires à un môme plan [GéométHe, 
323]; elles forment une surface projetante, 
dont le plan [Géométrie, n^ \i] est un cas 
particulier. 

Théorème. 

49. La projection d'une droite sur un plan est une droite» 

En effet, le plan mené par AD et 
une projetante quelconque B6 est per- 
pendiculaire au plan M [Géométrie, 
332] , et contient toutes les autres pro- 
jetantes, puisqu'elles sont perpendi- 
culaires à M [Géométrie, 335]; donc 
ad est la projection de AD. 

20. SooHes. L Le plan ÂJ)ad se 
nomme le plan projetant • de la droite. 




« S 
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IL La droite ÂD limitée de longueur est le quatrième côté 
d'un trapèze rectangle ayant la projection ad pour hauteur, et 
les projetantes extrêmes ka, Dd pour bases. 

c ^ III. Une droite CD se projette en vraie 

grandeur sur tout plan qui lui est parallèle, 
car la figure CDdc est un rectangle. Toute 
figure plane parallèle à un plan de projec- 
tion se projette aussi en vraie grandeur sur 
ce plan. 



il 



ïi' 



IV. Lorsqu'une droite Da est perpendiculaire à un plan y sa 
projection sur ce plan se réduit à un point. 

Théorème. 



21. Z,a position d*une droite dans l'espace est déterminée 
lorsqu'on connaît les projections de cette droite sur deux 
plans qui se coupent, (Il n'y a d'exception que pour le cas où la 
ligne se trouve dans un plan de profil.) 

En effet, soient ab, dh* les pro- 
jections de la droite et le plan verti- 
cal supposé relevé; en menant par 
ah un plan perpendiculaire au plan H, 
et par a'6' un plan perpendiculaire 
au plan V, ces deux plans se coupent 
suivant une droite , et cette ligne AB 
est la seule qui ait pour projections 
ah et dU , donc la ligne de l'espace 
est déterminée. 




22. Soolies. I. Un point C appartient à une droite, lorsque les 
projections c, d de ce point sont sur 
^ les projections correspondantes de la 

droite. 

IL Lorsque les projections d'une 
droite sont sur une même perpendi- 
culaire à la ligne de terre, les deux 
plans projetant la droite se confondent ; 
dans ce cas, il faut que la ligne soit 
déterminée par des conditions particu- 
lières, par exemple par les projections de deux de ses points. 
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Donner ou chercher une droite , c'est donner ou chercher 
les projeclions de celte droite. 

Pour désigner uoe droite dont les projections sont ab, a'b\ on 
écrit : la droite AB ou la droite (ab^ aU). 

23. Définition. On appelle traces d'une droite les points où 
cette droile perce les plans de projection. 

Soit une droite HV limitée aux plans de projection; le point H 
est sur le plan horizontal , donc sa projection verticale h[ est 
sur œy; de même la projection horizontale v de la trace verti- 
cale V ou v' se trouve sur xy, car le point projeté appartient 
au plan vertical. 





~^ y 



L'épure offre la disposition E. 

24. Diverses positions d'une droite. Par rapport aux plans de 
projection, une droite peut avoir les positions suivantes : 

1® La droite est parallèle à l'un des plans de projection. 

Si la droite est horizontale, ab peut être quelconque, mais la 
projection verticale a'b' est parallèle à xy. En effet, tous les 
points de la ligne sont à égale distance du plan horizontal; donc 
les projections a^ 6', v^ sont également éloignées de xy. 

Une horizontale n'a pas de trace horizontale, mais elle peut 
avoir une trace verticale. 





La droite HG, parallèle au plan vertical, a sa projection hori- 
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.a? 



zontale kg parallèle k œy, car tous ses points sont à égale dis- 
tance du plan V. 

^, ^' 2® La droite est parallèle à la ligne 

de terre. 

Dans ce cas elle est parallèle aux 
y deux plans H et V; chaque projection 
de la droite est parallèle à xy, 

3<> La droite est perpendiculaire à l\m 
des plans de projection. 

Si la droite AB est perpendiculaire au 
plan horizontal, sa projection horizontale a 
se réduit à un point [n^ 20, IV], sa projec- 
tion verticale a'U est perpendiculaire à ocy. 

[cd, d) est perpendiculaire au plan ver- 
tical. 

i^ La droite est contenue dans un plan perpendiculaire à 
la ligne de terre. Lorsque la ligne est ainsi contenue dans un 
plan de profil , les projections ne suffisent pas pour la détermi- 
ner; il faut donner d'autres conditions [n® 22, II]. 

Théorème. 

25. Deux droites se coupent i^ lorsque le point dHnter^ 
section des projections verticales et celui des projections ho- 
rizontales se trouvent sur une même perpendiculaire à xy ; 
2<> lorsque deux projections de même nom se coupent et que 
les deux autres projections se confondent. 

if Soient [ad, a'd'), (ce, c'e') les droites données; b et b' 
étant sur une môme perpendiculaire à xy sont les projections 



h 








c 




a' 








c 


y 


a 


d 







d'un même point B de l'espace [n<» 15]; d'ailleurs ce point ap- 
partient à chaque ligne considérée , car ses projections soût sur 
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/ 



*/ 

zi 



les projections correspondantes de chaque droite [n<> 22, 1] ; donc 
ÂD, CE se coupent au point B; 

2o Les deux droites ont même plan projetant sur le plan hori- 
zontal, et le point [6^ 6') appartient à chacune d'elles, donc... 

26. Les projections, sur un plan quelconque, de deux droites 
parallèles sont parallèles. 

Soient les parallèles AB, CD et 
ab, cd leurs projections sur un 
plan P. 

Les projetantes Àa , Ce perpendi- 
culaires à un même plan sont paral- 
lèles, elles sont contenues dans les 
plans projetant les droites [Géomé- 
trie, 338]; donc ces deux plans 
sont parallèles, car les angles aÀB, cCD ont leurs côtés res- 
pectivement parallèles [Géométrie, 320]; donc ab et cd sont 
parallèles comme intersections de deux plans parallèles par un 
troisième. 

Théorème. 

27. Si deux droites ont leurs projections de même nom pa- 
rallèles, ces droites sont parallèles. 

Soient les droites AB et CD , telles 
que ab et cd soient parallèles , et qu'on 
ait aussi a'b' parallèle à c'd\ Ces der- 
nières projections restent parallèles 
quand on relève le plan vertical , or les 
plans projetants qui déterminent a'b', 
c'd! sont parallèles , puisque les angles 
ka'b', Cc'cT ont leurs côtés respective- 
ment parallèles ; de même les plans 
qui déterminent ab et cd sont paral- 
lèles; donc AB et CD sont parallèles , 
car lorsque deux plans sont respectivement parallèles à deux 
autres qui se coupent, les intersections sont parallèles [Géome'- 
tne,m]. 

Remarque. A l'aide des principes déjà exposés , on peut ré- 
soudre les questions proposées aux n®* 42, 45, 56, 69, 73 et 116. 
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§ IV. — DU PLAN 

28. Définition. On appelle traces d'un plan les droites suivant 
lesquelles ce plan coupe les plans de projection. On distingue la 
trace horizontale et la trace verticale. 

Les traces d'un plan concoi^rent en un même point de la ligne 
de terre ou elles sont parallèles à cette ligne : ainsi les traces du 
plan PaP' coupent xy au point a , et celles du plan Q sont pa- 
rallèles à œy» 




Lorsque le plan est parallèle à l'un des plans de projection , au 
plan horizontal, par exemple, il n'a que la trace de nom con- 
traire R', et cette ligne est parallèle à œy. 

Le plan se représente le plus souvent par ses traces, mais on 
le représente aussi par deux droites concourantes ou parallèles , 
ou par une droite et un point , ou par trois points non en ligne 
droite. 

Le plan se désigne par une seule lettre ou par ses traces; ainsi 
on dit le plan P ou le plan PaP'. 

29. Pour qu'un point appartienne à 
Tune des traces d'un plan, à l'hori- 
zontale, par exemple, il faut que sa 
projection horizontale c soit sur la 
trace de même nom et que la pro- 
jection verticale c' soit sur œy; de 
même, le point {b,b') appartient à la 
trace verticale. 

30. Diverses positions du plan. i° Le plan est parallèle à l'un 
des plans de pi'ojection. Dans ce cas, il n'a qu'une trace, et elle 
est parallèle à xy [n» 28]. P' est un plan horizontal situé au- 
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dessus du plan horizontal de projection; R' est situé au-des- 
sous.* 

^ P' T 



R^ S 

S et T sont des plans parallèles au plan yertical. 

2° Le plan est parallèle à la ligne de terre et rencontre les 
deux plans de projection. 

Alors les traces sont parallèles i 

à xy [no 28]. Le plan P, V ren- — il --—-- 

contre la partie supérieure du plan jg . 

vertical et la partie antérieure du p ^ 

plan horizontal; mais R, R' ren- 
contre la partie postérieure du plan horizontal. 

3° Le plan passe par la ligne de terre. 

Pour que le plan soit déterminé , il faut connaître ou son in- 
clinaison sur Tun des plans de projection, ou les projections de 
Tun de ses points. 

40 Le plan est perpendiculaire à la ligne de terre. 

Dans ce cas le plan n'est autre qu'un plan de profil , ses deux 
traces sont perpendiculaires à œy, 

50 Le plan est perpendiculaire à l'un des plans de projec- 
tion. 

Sa trace sur ce plan est quelconque, 
et Tautre trace est perpendiculaire à 
xy. Par exemple , si le plan P est per- 
pendiculaire au plan horizontal, son 
intersection aP' avec le plan vertical ^ 
est aussi perpendiculaire au plan hori- 
zontal, et par suite à xy [Géométrie, 
336]. 

Si le plan R est perpendiculaire au 
plan vertical, sa trace horizontale pR est perpendiculaire à la 
ligne de terre. 

31. Remarques, I. Toute figure contenue dans un plan per- 
pendiculaire à Fun des plans de projection a sa projection par 
rapport à ce plan sur la trace correspondante du plan qui la con- 
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tient. Ainsi , toute figure tracée dans le plan R a sa projection 
verticale sur pR', car les projetantes sur le plan V sont conte- 
nues dans le plan R. 

II. Lorsque le plan vertical est relevé sur le plan horizontal , 
les droites pR', p?/ étant perpendiculaires à Tarête PR, l'angle 
2/PR' est la mesure du dièdre que forme le plan R avec le plan 
horizontal. 



§ V. — THÉORÈMES FONDAMENTAUX 

Outre les théorèmes déjà vus [n^» 13, 15, 19, 21 , 25, 26, 27], 
il en est plusieurs autres qui dépendent du mode choisi pour 
représenter les figures de Tespace à Faide des projections. 

Théorème. 

32. Un angle droit se projette en vraie grandeur sur un 
plan, lorsque l'un de ses côtés est parallèle à ce plan. 

Soient les droites perpendiculaires 
AB , AC , la première AB étant parallèle 
au plan de projection P ; il faut prouver 
que ac, projection de AG, est perpendi- 
culaire à ai). 

Toutes les perpendiculaires à AB au 
point A sont dans un plan perpendicu- 
laire à cette ligne [Géométrie, n^ 296] , 
et par suite à sa parallèle ab; ce plan 
est donc perpendiculaire au plan P, et 

toute droite AG de ce plan a pour projection la trace ac [n** 31] ; 

donc cette ligne ac est perpendiculaire à ab. 

33. Remarques. I. Lorsque le côté 
AG est perpendiculaire au plan P, sa 
projection sur ce plan se réduit à un 
point ; en réalité , il n'y a plus d'angle 
sur le plan P. 

II. Une droite [ac, a'c') est perpen- 
diculaire à une horizontale {ab, a'b') 
lorsque ab et ac sont perpendiculaires 
entre elles. 
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Théorème. 

34. Lorsqu'une droite quelconque appartient à un plan, 
ses traces se trouvent sur les traces correspondantes du 
plan [n"* ^3], 

En effet, chaque trace de la droite étant un point du plan 
donné et de l'un des plans de projection , se trouve sur Tinter- 
section de ces plans. 





Sur l'épure , la droite qui appartient au plan est P représentée 
par (vh, v'h'), car le point (h, h') est un point de la trace aP 
[n<> 29] , et [v, t/) appartient à aP'. 

35. Réciproquement. Pour mener une droite quelconque dans 
un plan PaP', il suffit de prendre des points tels que h et v' 
sur les traces du plan, puis déterminer N tiv, et mener hv, 
Nv\ 



36. DéEnition. On appelle horizontale d'un plan toute hori- 
zontale contenue dans ce plan. 

La trace verticale v' d'une horizon- 
tale est sur la trace verticale du plan , 
et sa projection horizontale au est pa- 
rallèle à la trace horizontale du plan, 
car AV peut être considérée comme 
obtenue par l'intersection du plan P 
par un plan horizontal mené suivant 
a'v' ; donc aP et AV sont parallèles 
comme intersections de plans parallèles par un troisième [Geo- 
métrie, 3l5], et les projections aP, va de ces lignes sont 
aussi parallèles [n» 26]. r- i 
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Pour mener une horizontale AV (figure 
précédente) dans un plan donné P, on prend 
v' sur aP', on détermine v; puis Ton mène 
v'a' parallèle h œy et va parallèle à aP. 

De même, toute parallèle HG au plan 
vertical, située dans un plan donné Q, a sa 
trace horizontale h sur pQ , et sa projection 
verticale h' g' parallèle à la trace verticale 
pQ' du plan. 

Théorème. 

37. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, ses 
projections sont perpendiculaires aux traces correspondantes 
du plan. 

Soit la droite ABC perpendiculaire au plan P, il faut prouver 
que FC est perpendiculaire à la trace DE. 

Le plan projetant AFC est perpendiculaire au plan horizontal 
et au plan P. Puisqu'il est mené par les perpendiculaires AB et 
AF à ces plans [Géométrie, 332], il est donc perpendiculaire à 
leur intersection DF; donc DF, perpendiculaire au plan AFC, 
est aussi perpendiculaire à FG. C. Q, F. D. 



Dans répure d'une droite [ab, a' h') perpendiculaire à un plan 
PaP', les angles 1 et 2 sont droits. 

Théorème. 

38. 1** Sur un plan quelconque de projection, les traces de 
deux plans parallèles sont parallèles, 2° Si les traces de deux 
plans qui coupent la ligne de terre sont respectivement pa- 
rallèles, les plans sont parallèles, 

\^ Les traces sont parallèles, car les intersections de deux 
plans parallèles par un troisième sont parallèles [Géométrie, 
315]. 
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2° Soient les plans P et Q don- 
nés par leurs traces ; en relevant 
le plan vertical, on obtient dans 
Tespace deux angles ayant pour 
côtés parallèles aP, pQ et aP', pQ*-; 
donc les plans de ces angles sont 
parallèles [Géométrie^ 320]. 

Remarque. Lorsque les deux traces de chaque plan sont pa- 
rallèles à xy, on ne peut rien affirmer à Tinspection de la figure, 
car les plans peuvent se couper ou être parallèles. 

§ VI. - RÉSUMÉ DES PRINCIPES 

39. Les deux projections d'un point sont sur une même per- 
pendiculaire à la ligne de terre. 

La distance d'un point à l'un des plans de projection est indi- 
quée par la distance de sa projection sur l'autre plan à la ligne 
de terre. 

Un point est sur le plan horizontal lorsque sa projection verti- 
cale est sur la ligne de terre. 

Deux points non situés sur une même perpendiculaire à la 
ligne de terre ne peuvent être les projections d'un même point. 

Un point appartient à une droite lorsque ses projections sont 
sur les projections de même nom de la droite. 

AO. Une droite est horizontale lorsque sa projection verticale 
est parallèle à la ligne de terre. 

Une droite est parallèle au plan vertical lorsque sa projection 
horizontale est parallèle à la ligne de terre. 

Une droite est perpendiculaire à un plan lorsque sa projec- 
tion sur ce plan se réduit à un point , et que l'autre projection 
est perpendiculaire à la ligne de terre. 

Deux droites se coupent lorsque le point d'intersection des 
projections horizontales et celui des projections verticales se 
trouvent sur une même perpendiculaire à la ligne de terre, ou 
lorsque deux projections de même nom se coupent et que les 
deux autres se confondent. 

Deux droites sont parallèles lorsque sur chaque plan [ leurs 
projections sont parallèles, ou que deux projections de même 
nom sont parallèles et que les deux autres se confondent. 

Une droite est contenue dans un plan lorsque ^s traces sont 
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sur les traces correspondantes du plan, ou d'une manière plus 
générale lorsqu'elle contient deux points du plan. 

Une horizontale est contenue dans un plan lorsque sa trace 
verticale est sur la trace verticale du plan , et que sa Iprojection 
horizontale est parallèle à la trace horizontale du plan. 

Une parallèle au plan vertical est contenue dans un plan 
lorsque sa trace horizontale est sur la trace horizontale du plan, 
et que sa projection verticale est parallèle à la trace verticale du 
plan. 

Une droite est perpendiculaire à une horizontale lorsque les 
projections horizontales des deux droites sont perpendiculaires 
Tune à Tautre. 

. Une droite est perpendiculaire à une parallèle au plan verti- 
cal lorsque les projections verticales des deux lignes sont per- 
pendiculaires Tune à l'autre. 

Une droite est perpendiculaire à un plan lorsque ses projec- 
tions sont perpendiculaires aux traces de même nom de ce 
plan. 

41. Un plan est horizontal lorsqu'il n'a que la trace verticale, 
et que cette trace est parallèle à la ligne de terre. 

Un plan est parallèle au plan vertical lorsqu'il n'a que la 
trace horizontale , et que cette trace est parallèle à la ligne de 
terre. 

Un plan est perpendiculaire à l'un des plans de projection 
lorsque sa trace de nom contraire est perpendiculaire à la ligne 
de terre. 

Deux plans qui coupent la ligne de terre sont parallèles lorsque 
les traces de même nom sont parallèles. 

Lorsqu'un plan est perpendiculaire au plan horizontal, la pro- 
jection horizontale d'une figure quelconque tracée dans ce plan 
est située sur la trace horizontale du plan donné. 

Lorsqu'un plan est perpendiculaire au plan vertical, la projec- 
tion verticale d'une figure quelconque tracée dans ce plan est 
située sur la trace verticale du plan donné. 
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CHAPITRE II 

PROBLÈMES SUR LA DROITE ET LE PLAN 



§ I. — TRACES DES DROITES ET LEUR EMPLOI 
Problème. 

42. Déterminer les traces d'une droite donnée par ses pro' 
jections. 

Soit (ab, a* h') la droite donnée. La ^ jf>- 

trace horizontale est un point qui doit ^J^^ 

appartenir à la droite et au plan hori- a^-"*^^^^^^ ' 

zontal , donc sa projection verticale doit Ts H^ ' ^^ "y 

être sur la ligne de terre [n® 16] ; pour j ^^b 

trouver cette trace il faut donc prolon- | y^ 

ger la projection verticale Ua' jusqu'à ^^^ 

œy, au point N élever une perpendi- 
culaire h! h jusqu'à la rencontre àQ ah, h est la trace cherchée. 

De même, pour avoir la trace verticale, il faut prolonger ab 
jusqu'à a?t/, puis élever la perpendiculaire vif ; le point [v,v') est 
la trace demandée, car 1° il appartient à la droite, puisque ses 
projections sont sur les projections de même nom de la ligne 
donnée; 2<» il appartient au plan vertical, car sa projection hori- 
zontale V est sur la ligne de terre. 

43. Remarques, I. La règle pratique se formule ainsi : Pour 
avoir la trace horizontale d'une droite, il faut prolonger la 
projection verticale de cette ligne jusqu'à la ligne de terre; au 
point d'intersection , élever une perpendiculaire à xy, et le 
point oii cette perpendiculaire rencontre la projection hori- 
zontale est la trace cherchée. 

On peut formuler une règle analogue pour déterminer la trace 
verticale. 

II. En appliquant la règle ci- dessus à diverses droites, on 
obtient les résultats suivants : 

I® CD rencontre la partie supérieure du plan vertical, puis la 
partie postérieure du plan horizontal; DV se trouve dans le pre- 
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mier dièdre, VH dans le second et CH dans le troisième [n^ 7 
et 16]. 



.' '••■h 









/fc y 



.-v 



2° EF est complètement invisible, elle traverse les dièdres 
2, 3 et 4 [no 7 et 16]. 

3<> IJ rencontre d'abord le plan horizontal, puis cette droite 
passe dans le quatrième dièdre , et enfin dans le troisième. 



.^_ 



!■•■ 



. r 



III. Une horizontale n'a que la trace verticale [n^ 24, 1»], Tappli- 
cation de la règle générale conduit à la même remarque , car a'b' 
ne peut rencontrer ocy. 

44. Cas particuliers. Déterminer les traces d'une droite conte- 
nue dans un plan de profil : on connaît les projections {a,a')^ 
{b,b') de deux points de la ligne. 




a; 
a 






--•^. 



/aj ; ;H y 



!«'' Exemple. Dans Tespace, soit AB la droite donnée, v' sa 
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trace sur le plan vertical , h sa trace horizontale et hov' le plan 
de profil; si Ton rabat hov' sur le plan vertical en le faisant 
tourner autour de ov', Pordonnée Aa du point A ne varie pas, 
A vient donc se placer sur la parallèle a'c' ; sur le plan horizon- 
tal, a décrit une circonférence dont ao est le rayon, il vient 
donc en a^; par suite, il faut mener a^d^ parallèle à ov' ; on 
détermine ainsi la position A^ qu'occupe le point A après le ra- 
battement; on obtient de même Bx- 

Sur Fépure, pour avoir A^, on décrit du centre o Tare oa^^ 
par a' et a^ on mène des parallèles kxy ei oz; de même pour B|. 
La droite k^i coupe le plan vertical en v' , et ce point situé sur 
Taxe reste fixe; elle coupe le plan horizontal au point H, qui devient 
h quand on remet le plan de profil dans sa position primitive, 
et que le plan horizontal est dans le 
prolongement du plan vertical. 



2e Exemple. Si on a des projec- 
tions telles que [c,d]^ [d,d')^ï\ faut 
décrire Tare dd^^ car le point Dx 
doit appartenir au second dièdre, puis- 
que d est sur la partie postérieure 
du plan horizontal ; il en est de même 
de la trace H. 



^.--^ê^ 



.V- 



X H 



dTn 



Problème. 



-45. Réciproquement. Déterminer les 'projections d'une droite 
dont on connaît les traces. 

1° îâoient h et v' les traces données ; 
projetons ces points sur xy afin de 
déterminer h' et v; joignons les pro- 
jections horizontales h et v, et menons 
h'v' : {hv, Nv') est la droite deman- 
dée , car elle contient les deux points 
donnés. 

Entre ses deux traces la droite est 
visible, car un point quelconque A de 
cette droite est dans le premier dièdre ; 
le reste est invisible ; B , par exemple , 
dièdre [n» 7 et 16]. 




appartient au quatrième 



2° Avec les données de la figure suivante, CV est visible; la 
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droite rencontre le plan vertical en v\ passe dans le deuxième 
dièdre , et en sort au point h pour passer dans le troisième. 



<Z' 



-Â 




k'y 



30 Si h et v' sont sur une même perpendiculaire, à œy, la droite 
est dans un plan de profil , en rabattant ce plan sur le plan ver- 
tical, v' ne change pas; h devient h^; et sur la ligne rfh^ on 
peut déterminer autant de points que Ton Yeut;,Di par exemple, 
a pour projections d ^i d\ 

Problème. 

-46. Un plan et une des projections d*une droite située dans 
ce plan étant donnés, trouver Vautre projection de cette 
droite, 

1®' Gai. Le plan est donné par ses traces. 

1® Soient le plan P et la projection horizontale ah d'une droite; 
puisque la ligne appartient au plan , ses traces doivent se trou- 
ver sur les traces correspondantes du plan [n<> 34] , h est donc 
la trace horizontale et v la projection horizontale de la trace ver- 
ticale ; on détermine A' et v' et Ton mène Nv', projection verti- 
cale demandée [n® 35]. 





2<» On procède d'une manière analogue lorsque la projection 
horizontale donnée cd rencontre le prolongement de aP 
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3° La projection donnée ve est parallèle à «P. 
Dans ce cas, la ligne est une horizontale du plan [n^* 36] ; par 
v' il faut mener une parallèle à xy. 





4o La projection horizontale hg est parallèle à xy. 
Alors h' g' doit être parallèle à aF [n» 36]* 




2^ Gai. Le plan est donné par deux 
droites concourantes ou parallèles. 

Admettons qu'on donne la projection 
verticale de la droite. 

Soit le plan déterminé par les droites 
qui se coupent au point A, et b'd la 
projection verticale donnée. 

b'. fait connaître 6 [n^ 22]; c' déter- 
mine c, et Ton mène bc; la droite BG 
appartient au plan , puisque deux de ses 
points sont sur des droites de ce plan. 

Problème. 



47. Dans un plan donné mener une horizontale et une pa- 
rallèle au plan vertical, ( Problème indéterminé. ) 

1° Le plan est donné par ses traces P 

Preaons v' sur F, déterminons v; me- 
nons va parallèle à aP, et v'a' parallèle 
à ocy, la droite AV est une horizontale du 
plan [no 36]. • 

Pour avoir une parallèle au plan verti- 
cal , on prend une trace horizontale h sur 
«P; on mène hb, h'b\ 

2° Le plan est donné par deux droites. 

Pour mener une horizontale, il faut prendre une projection 
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verticale Ud parallèle à yx, et joindre 6 et ç [n^ 36 et 46 , 5®]. 





Pour avoir une parallèle au plan vertical , on prend une 
projection horizontale de parallèle à ocy, et Ton mène rf'e' 
[no36].- 

Problème. 

48. Un plan et une des projections d*un point situé dans 
ce plan étant donnés, trouver U autre projection de ce point. 

Par la projection donnée on mène une droite qui soit contenue 
dans le plan, et Ton détermine la seconde projection du point. 

1® Le plan PaP' est donné par ses 
traces. 

Soit a la projection donnée; menons 
une projection horizontale quelconque 
hv; déterminons h'v', la droite HV est 
contenue dans le plan [n^ 35], donc a' 
se trouve à Fintersection de h'tf et de la 
perpendiculaire aa^. 

Ordinairement on emploie une hori- 
zontale du plan ou bien une parallèle au 
plan vertical; par exemple, on mène ab parallèle à «P, puis 6'a' 
parallèle à œy. 

2® Le plan est donné par deux droites 
concourantes ou parallèles. 

Si Ton donne a', on mène b'c' quelcon- 
que, puis on détermine bc, la droite BC 
appartient au plan , et on abaisse a' a per- 
pendiculaire sur xy. 





Digitized by VjOOQ IC 



1^0 PARTIE. — DU POINT, DK LA DROITE ET DU PtAN 



25 



§ IL — PLANS ET INTERSECTIONS 

\ 

Problème. 

49. Par une droite donnée, faire passer un plan quelconque, 
(Problème indéterminé.) 

Soit (hv, h'v^) la droite donnée; 
il suffit de joindre un point quel- 
conque a de la ligne de terre aux 
traces h et v' de la droite ; le plan 
P contient la droite HV, puisqu'il 
contient deux de ses points. 

Remarque. Pour que le plan 
soit déterminé, il faut une autre 
condition, par exemple un point 
non placé sur la droite, ou bien le plan doit être parallèle à 
une droite [n^ 62], ou perpendiculaire à un plan donné [no68]. 

Problème. 

50. Déterminer les traces du plan qui passe 1® par deux 
droites parallèles ou concourantes , 2o par un point et une 
droite, ou par trois points non en une ligne droite, 

l® Il suffit de joindre les traces verticales b',d', puis les traces 
horizontales a,c. Chaque droite AB, CD appartient au plan, 
puisque les traces de chacune d'elles sont sur les traces de 
même nom du plan [n^ 34]. 





r«^ 




Vértficalion. Les traces «P et ap' doivent être parallèles 
xy, ou couper cette ligne au môme point [n^ 28]. 
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2o On donne un point B et la droite 
AC, ou Ton donne trois points A, B, C; 
par le point B on mène une droite qui 
rencontre la ligne des point^ A et C ou qui 
lui soit parallèle , et Ton retombe dans le 
cas précédent. 

Vérification, La droite qu'on mènerait 
par B et G aurait ses traces sur celles du 
plan obtenu. 

Remarque, Ainsi qu'on Ta déjà dit 
[no 28], le plan peut se représenter par 
deux droites parallèles ou concourantes ; dans bien des cas on 
ne recourt pas aux traces , parce qu'elles peuvent se trouver hors 
des limites de Tçpure; d'ailleurs, sous le rapport de l'exacti- 
tude , il est préférable d'employer directement les données d'un 
problème plutôt que de recourir à des constructions auxiliaires. 

Problème. 

51 . Déterminer Vintersection de deux plans. 
L'intersection de deux plans étant une ligne droite, il suffit de 

déterminer deux points de cette intersection , ou un point et la 

direction de la droite. 
1^^ Cas. Chaque plan est donné par ses traces. 





Soient P et Q les plans donnés , la droite d'intersection appar- 
tenant à chaque plan doit rencontrer le plan horizontal au point 
h, où se coupent les traces horizontales des plans donnés, donc 
h est la trace horizontale de la droite cherchée. De même v' en 
est la trace verticale , et le problème revient à mener une droite 
HV dont on connaît les traces [n^ 45]. 

Remarque, x? est toujours donné par l'intersection des traces 
verticales prolongées s'il est nécessaire; il en est de même 
de h, 
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Cas particuliers prSnoîpauzi 




52. 1® Deux traces de même nom sont parallèles. 

Soient les plans P et Q dont les 
traces horizontales sont parallèles ; 
rintersection doit leur être paral- 
lèle , car lorsque deux plans menés 
par des droites parallèles se ren- 
contrent, leur intersection est pa- 
rallèle à ces droites [Géométrie, 
310]; la ligne cherchée est donc 
horizontale aussi hien que les traces 
aP, PQ, donc il faut mener v'a' parallèle h xy, et va parallèle 
à PQ. 



2° Intersection d*un plan quelcon- 
que et d*un plan horizontal. 

Soit Q' la trace verticale du plan ho- 
rizontal; toutes les droites contenues 
dans ce plan sont horizontales; Tinter- 
section des deux plans est donc une ho- 
rizontale du plan P; ainsi la projection 
verticale v'b^ de Tintersection est sur Q', 
puis on mène vb parallèle à aP. 



3® Deux traces de même nom 
ne se coupent pas dans les li- 
mites de Vépure, 

Prenons un plan R parallèle au 
plan Q; Tintersection AB est pa- 
rallèle à la ligne demandée , donc 
il suffit de mener hv parallèle à 
ab et Nv' parallèle à a'b\ 



40 Les traces des deux plans 
ne se coupent pas dans les limites de Vépure. 

On peut couper les deux plans par un plan horizontal auxi- 
liaire R', chaque plan est coupé suivant une horizontale AB, CB; 
ces droites , situées dans le même plan , se coupent lorsque les 
traces P et Q ne sont point parallèles, 6 fait connaître 6'; le 
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point B est un des points de Tintersection ; on détermine d'une 




^ 






!\\ 



/ 



/ 



manière analogue un second point D, donc BD est la droite 
cherchée. 

5° Les deux plans sont parallèles à la ligne de terre. 

Dans ce cas, Tinte rsection est 
parallèle h(vy, et il suffit d'en déter- 
miner un point; pour cela on em- 
ploie un plan auxiliaire, on cherche 
l'intersection de ce plan et de cha- 
cun des plans donnés ; le point 
commun aux deux droites ainsi dé- 
terminées appartient à l'intersec- 
tion demandée. 

Si on emploie le plan de profil, 
a \ient en a^-, c en q; les deux 
plans ont pour traces sur le plan 
de profil aib' et c^d' ; ils se coupent 
suivant une parallèle à œy projetée 
au point E| sur le plan de profil , l'intersection a donc pour pro- 
jections les parallèles menées à a?t/ par e, e'. 

6° Un plan P est quelconque, et Vautre passe par la ligne 

de terre et un point (a, a'). 

Par le point donné A menons 
un plan horizontal; il coupe le 
plan conduit par xy, suivant la 
droite [ac,a'd) et le plan P suivant 
l'horizontale [bd, 6'rf'), les deux 
droites se coupent en [d,d], il 
suffit de joindre ce point au point 
a commun aux plans donnés. 
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Remarque, Un plan de proûl mené par (a, a') donne aussi 
une solution très-simple. 

7® Les deux traces de chaque 
plan sont en ligne droite. 

Soient les plans P et Q; les 
traces horizontales prolongées se 
coupent au point (6x6'), les 
traces verticales au point (aia'); 
la droite d'intersection est donc 
dans un plan de profil, car ses 
traces a' et 6 sont sur une même 
perpendiculaire à xy. 

Remarque, Sur le plan de profil rabattu, la ligne devient 

53. 2« Gai. Chaque plan est donné par deux droites paral- 
lèles ou concourantes. 
Soient deux plans donnés , Tun par deux parallèles EF, DG et 





l'autre par les concourantes AB, AC ; coupons-les par un plan ho- 
rizontal F; chacun d'eux est rencontré suivant une horizontale 
DE ou BC , ces deux lignes se coupent en un point M de l'inter- 
section; un second plan Q' donne un nouveau point N de la 
droite demandée {mn^m'n'). 

Problème. 

54. Déterminer le point où une droite rencontre un plan. 
Par la droite on fait passer un plan , on cherche l'intersection 

des deux plans , et le point commun à cette intersection et à la 

droite donnée est le point cherché. 
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i^ Le plan est donné par ses traces. 

Soient [ab; a'b') et P la droite et 
le plan donnés ; le plan projetant 
horizontalement la droite, coupe le 
plan P suivant {hv, A'v'), cette der- 
nière ligne rencontre la droite [ab, 
a'b') au point (d, rf' ) [n« 25 , 2*»] ; donc 
D est le point cherché. 

Remarque. On emploie ordinaire- 
ment un des plans projetants de la 
droite; mais si les projections a'6% 
/iV se coupaient sous un angle trop aigu , cT serait mal déter- 
miné ; pour éviter cet inconvénient , on mènerait par AB un plan 
quelconque [n^ 49] ; d'ailleurs ce plan pourrait être employé afin 
d'avoir une vérification du résultat donné par le plan projetant. 

Cas partîculSer. La droite est perpendiculaire à Vun des 
plans de projection. 
On mène une horizontale par a (n® 48). 

l' 






2® Le plan est donné par deux droites. 

Soient le plan ABC et la droite DE. 

Le plan qui projette la droite sur le plan horizontal rencontre 
le plan donné suivant la droite [mn,ni!n') [n® 48, 2o] , donc 
[ftf) est le poiçit demandé. 



Problème. 



55. Trouver le point dHntersection de trois plans. 
Soient trois plans P,Q,R. 
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1° On peut chercher Tintersec- 
tion d'un des trois plans , P par 
exemple , avec chacun des autres ; 
si les deux intersections se cou- 
pent , leur point de concours [a, a') 
appartient aux trois plans. 

2® Après avoir déterminé Tin- 
tersection de deux plans P et Q, 
par exemple , on peut déterminer 
le point où la droite ainsi obtenue 
perce le troisième plan P. 



§ III. — DROITES ET PLANS PARALLÈLES 

ou PERPENDICULAIRES 
Problème. 

56. Par un point donné mener une droite parallèle à une 
droite donnée. 

Soient [ab, a'b') et [d, d') la droite et le 
point donnés. 

Par chaque projection d et d', il faut mener 
une parallèle à la projection correspondante de 
la droite. 

Les droites AB, CD sont parallèles parce 
que les projections de môme nom sont paral- 
lèles [no 27]. 

Problème. 

57. Par un point donné, mener une droite parallèle à un 
plan donné. 

Pour qu'une droite soit paral- 
lèle à un plan , il sufût qu'elle soit 
parallèle à une droite de ce plan ; 
donc il faut prendre une droite 
quelconque dans ce plan, et par 
le point donné (a^a') mener une 
parallèle AB à la ligne menée CD. 

Le problème est indéterminé, 
puisque la ligne menée dans le plan est quelconque. 
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. 58. Par un point donné mener une horizontale parallèle à 
un plan donné. 

Il suffit de mener ah parallèle à la 
trace horizontale «P, et a' 6' parallèle 
à xy, La droite AB est parallèle au 
plan parce qu'elle est parallèle à la 
trace horizontale de ce plan (aP,»^/). 

De même , la parallèle AG au plan 
vertical est parallèle au plan P lors- 
que a'c' est parallèle à aP'. 

Problème. 

59. Par un point donné mener un plan parallèle à une 
droite donnée, (Problème indé- 
vp' terminé. ) 

Par le point donné, il faut mener 
une parallèle à la droite donnée; 
tout plan conduit par la parallèle 
satisfait à la question. Ainsi par 
[c, d) on a mené la parallèle 
[hv, AV) [n® 56] , puis on a joint 
un point quelconque a de a?2/ aux 
traces h eXv' [n° 49]. 




Problème. 

60. Par un point donné mener un plan parallèle à un plan 
donné. 

Les plans doivent avoir leurs traces de 
même nom parallèles [n*» 38]; il suffit 
donc d'en obtenir un point; pour cela 
on peut employer une horizontale paral- 
lèle au plan donné. 

Par le point ( a, a') menons Thorizon- 
tale [av, a'v' ) parallèle au plan P [n» 58], 
puis Pv'Q' parallèle à aP', et pQ paral- 
lèle à aP. 




Problème. 



61. Par un point donne, mener un plan parallèle à deux 
droites non situées dans un même plan. 
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Par le point il faut mener 
des parallèles aux droites 
données ; le plan conduit par 
les deux lignes ainsi déter- 
minées sera parallèle à cha- 
cune des premières lignes 
[no 59]. 

Soient A, B, les droites 
et C le point donnés. Il faut 
mener les parallèles CD, CE ; 
le plan PaP' conduit par ces 
droites [n» 50] est le plan 
demandé. 

Problème. 

62. Par une droite donnée, mener un plan parallèle à une 
autre droite donnée. 

Par un point quelconque de la première ligne , il faut mener 
une parallèle à la seconde [n® 56] , et faire passer un plan par les 
deux concourantes [n*» 50]; ce plan sera parallèle à la seconde 
droite, puisqu'il contiendra une de ses parallèles. 

Problème. 

63. Par un point donné, mener une 
'perpendiculaire à un plan donné. 

Lorsqu'une droite est perpendicu- 
laire à un plan, les projections de la 
droite sont perpendiculaires aux traces 
de même nom du plan [n^ 37]; il faut 
donc, des projections [a, a'), du point 
donné abaisser la perpendiculaire ab 
sur aP et a'b' sur aP'. 

[h,b') est le point où la perpendi- 
culaire perce le plan [n» 54], 

Problème. 

64. Par un point donné mener un plan perpendiculaire à 
une droite donnée. 

Soient [ab, a'b') et (c^ (/) la droite et le point donnés. 

Pour qu'un plan soit perpendiculaire à une droite donnée 
{ab,a'b'), il faut que ses traces soient perpendiculaires aux pro- 
jections de même nom de la droite [n^ 37]; l'horizontale du 
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plan cherché, menée par le point (c, c'), a donc sa projection ho 
rizontale perpendiculaire à ab; donc il faut mener cd perpendi- 



culaire à ab, c'd' parallèle à xy; par rf' mener aP' perpendicu- 
laire à a'b'j puis aP perpendiculaire à ab. 

Problème. 

65. Par un point donné, mener un plan perpendiculaire à 
un plan-donné. (Problème indéterminé.) 

Pour qu'un plan soit perpendiculaire -à un autre plan , il suffit 
qu'il contienne une perpendiculaire à ce second plan [Géomé- 
trie, 332] ; donc, du point donné, il faut abaisser une perpendicu- 
laire sur le plan donné , et tout plan mené par cette droite sera 
perpendiculaire au premier. 

Problème. 

66. Par un point donné, mener un plan perpendiculaire 
à deux plans donnés, 

4«r Moyen, Par le point donné on peut mener un plan perpen- 
diculaire à Pintersection des deux plans donnés , il sera perpen- 
diculaire à chacun d'eux [Géométrie, 336]. 

2® Moyen, Du point donné on peut abaisser une perpendiculaire 
sur chaque plan ; le plan mené par les deux droites sera perpen- 
diculaire à chacun des plans donnés [Géométrie, 332]. 

Le cas particulier suivant est très-employé. 

67. Par un point donné [à, a!), mener un plan perpendicu- 
laire au plan horizontal et à un plan donné P. 

Par la projection horizontale a du point donné, il faut mener 

Digitized by VjOOQ IC 




1^0 PARTIE. — DU POINT, DK LA DROITE BT DU PLAN 35 

pQ perpendiculaire à aP, puis 
PQ' perpendiculaire à xy. Le 
plan Q contient le point donné 
[n^ 3i], il est perpendiculaire 
au plan horizontal [n^ 30, 5®] , 
et de plus il est aussi perpen- 
diculaire au plan P, puisqu'il 
est perpendiculaire à la trace 
horizontale de ce plan, car cette 
trace a pour projections aP et ay. 

Problème. 

68. Par une droite donnée faire passer un plan gui sott 
perpendiculaire à un plan donné. 

D'un point quelconque de la droite il faut abaisser une per- 
pendiculaire sur le plan donné [n» 63] , et faire passer un plan 
par la perpendiculaire et la droite donnée [n® 50] : ce plan sera 
perpendiculaire au plan donné, puisqu'il contiendra une ligne 
perpendiculaire à ce plan [Géométrie, 332]. 

§ IV. — VRAIE GRANDEUR DES DROITES 
Problème. 

69. Déterminer la vraie grandeur d'une droite 'limitée de 
longueur, lorsqu'on connaît les projections de ses deux extré- 
mités. 

Sur chaque plan de projection , la droite est le quatrième côté 
d'un trapèze rectangle ayant pour hauteur la projection corres- 
pondante, et pour bases les projetantes des deux points ex- 
trêmes [no 20, II] ; on connaît trois de ces lignes, on peut donc 
construire le trapèze et 
déterminer la longueur 
de la quatrième. 

Soient (ab, a'U) les 
projections de la droite 
limitée AB; par rapport 
au plan horizontal, ab est 
la hauteur du trapèze, et 
les ordonnées ca', dU en 
sont les bases. 

l^"^ moyen. Faisons tourner le trapèze autour de ab, pour le ra- 
battre sur le plan horizontal; pour cela prenons les perpendicu- 
laires aAi , 6Bi respectivement égales aux ordonnées ca', db'; 
AiBi est la longueur cherchée. 
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70. Remarques, I. L'angle d'une droite et d'un plan est l'angle 
que forme cette droite avec sa projection sur ce plan [Géomé- 
trie, 341]; donc l'angle A^BiGi, égal à l'angle Ej, est l'angle 
que forme la droite avec le plan horizontal. 

II. On pourrait déterminer la vraie grandeur de la droite en 
construisant sur le plan vertical un trapèze avec a'6' pour hau- 
teur, et les éloignements ac, hd pour bases. 

af III. La vraie grandeur de la 

droite limitée à ses deux traces 
est l'hypoténuse d'un triangle 
rectangle ayant pour côtés de 
l'angle droit ab et Pordonnée 
aa! ; b est l'angle formé par la 
droite avec le plan horizontal. 
S; l'on fait la construction du triangle sur le plan vertical, 
a! est l'angle que la droite forme avec ce dernier plan. 

71. 2® Moyen. Puisque toute droite limitée, parallèle à un 
plan, se projette en vraie grandeur sur 
ce plan [n^ 20, III] , il suffit .de rendre le 
trapèze déjà considéré parallèle au plan 
vertical : faisons tourner ce trapèze autour 
de la projetante cb' , le point [b , b') reste 
fixe, puisqu'il est sur l'axe; la projection 
horizontale ba vient en 6% sur une pa- 
rallèle à xy, son extrémité décrit un arc 
aa>^ , l'ordonnée du point A de l'espace ne 

change pas; donc a! vient en a\ sur la parallèle o!a\\ b'a\ est 
la réponse. 

72. Remarques, L On peut amenfer la droite AB à être paral- 
lèle au plan horizontal; elle devient [a^b, a\b']. 

L'angle de ba^ et de xy est 
l'angle que la droite forme avec 
le plan vertical. 

II. La vraie grandeur de la droite 
qui joint deux points donnés par 
leurs projections, est l'hypoténuse 
d'un triangle rectangle ayant pour 
côtés de l'angle droit: 1*> la projec- 
tion horizontale de la droite; 2<> la 
différence des ordonnées des points 
extrêmes de la droite. 
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Problème. 

73. Prendre sur une droite, à par- 
tir d'un point donné, une longueur 
donnée 1. 

Soient [ah, a'b') la droite donnée 
de position, [a, a') l'origine de la lon- 
gueur demandée. Opérons comme pour 
chercher la vraie grandeur AiB^ de 
(ab, a'b') [n^ 69]. Portons Tde Ai en 
C|; le point C^ a pour projection hori- 
zontale c, et pour projection verticale c', 

74. Remarque. Les projections d'une 
droite sont divisées dans le même rap- 
port que cette droite , car on a : 

a'c' _ac __ kfii 
c'b' ~ cb^ CiBi 

Problème. 

75. Déterminer la distance d'un point à un plan. 
Soient (a, a') et P 

le point et le plan 
donnés; du point A 
abaissons la perpen- 
diculaire AB sur le 
plan [nû 63] ; à Taide 
du plan projetant cdd', 
déterminons le point 
B où la perpendi-, 
culaire perce le plan 
[no 54], et cherchons la vraie grandeur b'a\ de la droite AB en 
rendant cette ligne parallèle au plan vertical [n*» 71]. 

Problème. 

76. Trouver la plus courte distance 
de deux plans parallèles. 

Il suffit de chercher la distance d'un 
point quelconque de l'un d'eux à l'autre 
plan.' 

Du point a abaissons la perpendiculaire 
(ad, ad') sur le plan Q, déterminons le 
pied (d, d') de cette perpendiculaire 
[no54], et la vraie grandeur ad'i de cette ligne [no71]. 

2 
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Problème. 

77. Trouver la distance d'un point à une droite, 
1®' Gai. La droite donnée est horizontale. 

Soient CB et A la droite et le point 
donnés; puisque la droite est horizon- 
tale , la projection horizontale de la per- 
pendiculaire à la droite doit être per- 
pendiculaire à CB [no« 32 et 33, II]; 
donc , il faut abaisser la perpendiculaire 
ab, déterminer U, et [ah, a' 6') est la 
ligne demandée; a'b\ en est la vraie 
grandeur et fait connaître la distance du 
point donné à la droite CB. 

Remarque, Lorsque la droite donnée est parallèle au plan ver- 
tical , le problème se traite d'une manière analogue. 

78. 2^ Gai. La droite donnée CB est quelconque. 

Lorsque la droite est quelconque , rien nUndique la direction 
de la perpendiculaire. Par le point donné, on mène un plan per- 
pendiculaire à la droite et Ton 
joint le point donné au point 
où la droite perce le plan. 

Par le point [a, a') menons 
une parallèle AH au plan ver- 
tical, telle que h'a^ soit per- 
pendiculaire à c'd', puis le 
plan ?«?' perpendiculaire à CB 
[n® 64] , et joignons [a, a') au 
point (6,6'), où la droite perce 
le plan : (ab, a^b') est la ligne 
demandée , ba^ en est la vraie 
grandeur [n^ 71]. 




Problème. 

79. Trouver la plus courte distance de deux droites. 

Les éléments de la géométrie indiquent la construction sui- 
vante [342] : Par un point quelconque C d'une de ces lignes, on 
mène une parallèle CE à la seconde droite AB ; le plan DCE ou 
P est parallèle à AB; d'\jn point quelconque B de cette ligne; 
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on abaisse une perpendiculaire BF sur le plan, par son pied 
F on mène FG parallèle à AB , et en- 
fin GM parallèle à BF : la droite MG 
est perpendiculaire aux deux droites. 
A Taide des principes de la géomé- 
trie descriptive, on fait les construc- 
tions indiquées dans les éléments de 
géométrie; ainsi, par le point [c, c')^ 
on mène [ce, c'e') parallèle à (a6, a'h') 
et l'on détermine 1^ plan P qui contient CD et CE. Puis de (6, 6') on 
abaisse une perpendiculaire BF sur le plan [n» 63] et Ton cherclie 
le point [f, /•'), .où elle perce ce plan [n^ 54]. Par F on mène 





une parallèle FG à la droite AB ; elle doit rencontrer CD ; ainsi 
g et g' doivent être sur une même perpendiculaire à œy; puis 
par G on mène GM parallèle à BF ; GM est la perpendiculaire 
commune aux deux droites ; sa vraie grandeur gmi a été obtenue 
en rendant [mg, m/g^) parallèle au plan horizontal. 



CHAPITRE III 



METHODES DIVERSES 

80. Certains problèmes ont deâ cas particuliers dont la réso- 
lution est très -simple; ainsi on peut trouver directement la 
distance d'un point à un plan vertical , abaisser une perpendi- 
culaire sur Une horizontale [nP 77], tandis qu'il faut des construc- 
tions auxiliaires pour avoir la distance d'un point à un plan quel- 
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conque [n°75], et pour abaisser une perpendiculaire sur une droite 
située d'une manière, quelconque par rapport aux plans de projec- 
tion [n<*7^] . Il est donc utile, et parfois nécessaire, de rapporter les 
données à de nouveaux plans de projection qui permettent d'em- 
ployer des constructions plus simples; ou de modifier la posiilon 
de ces mêmes données par rapport aux plans primitifs , mais tou- 
jours dans le but d'arriver plus facilement aux résultats cherchés. 

On distingue trois méthodes principales : 

1® Les changements de plan de projection; 

2° Les rotations ; 

3« Les rabattements. 

§ L — CHANGEMENTS DES PLANS DE PROJECTION 

81. Ghang;ement du plan vertîcaL Considérons deux plans ver- 

ticaux V et Y ayant BE pour inter- 
section ; un point A de Tespace a 
pour projections a et a' ou a et a\, 
suivant que Ton considère les plans H 
et V ou bien H et Y, Mais ma'=:no{^ 
car chacune de ces droites égale For- 
donnée ka du point A ; donc en ra- 
battant chaque plan vertical on ob- 
tient une épure telle que la perpen- 
diculaire na\ = ma', 

82. Dhposîtion dei projeriioni. Pour conduire à la lecture de 
répure, la nouvelle ligne de terre est désignée par x'y'; les 
lettres sont placées de telle sorte qu'en lisant -œ'y^ suivant 
l'usage, de gauche à droite, la partie supérieure du nouveau plan 
vertical se trouve au-dessus de la ligne de terre. 

La nouvelle projection verticale du point A est indiquée par a'|. 






Le plan V peut être rabattu vers la gauche du dessin ; on ob- 
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tient la seconde disposition : il faut toujours qu'on ait na\=ma\ 

83. Régie pratique. Povr avoir la 'projection verticale d'un 
point sur un nouveau plan vertical, il faut abaisser, de la 
projection horizontale, une perpendiculaire sur x'y', et por- 
ter dans la direction convenable une ordonnée égale à celle 
de la projection verticale primitive du point considéré, 

84. Changement du plan horizontal. Par convention , on appelle 
nouveau plan horizontal un plan quelconque perpendiculaire 
au plan vertical conservé, 
lorsque ce plan perpendicu- 
laire doit remplacer le plan 
horizontal primitif. 

La règle pratique pour 
faire ce changement s'énonce 
d'une manière analogue à 
celle du numéro 83. x'y' 
étant la nouvelle ligne de 
terre, le point [a, a') devient [a^, a'), [c, c') devient (q, c'), 
Péloignement «q =:mc. 

Réciproquement. Si Ton donne un point [b^, b') par rapport 
à afy' et à H', on obtient (6, 6') par rapport à xy et au plan H, 
en prenant m6 = n6i. 

85. Projection d*une droite. Sur 

un nouveau plan de projection, on 
obtient la projection d'une droite 
donnée, en déterminant la nou- 
velle projection de deux de ses 
points. Ainsi a^b^ est la nouvelle 
projection horizontale de la droite 
[ab, a'b'). 

Problème. 

86. Changer de plan de projec- 
tion de manière qu'une droite 
donnée soit parallèle au plan ver- 
tical choisi. 

Soit la droite AB (ab, a'6'); pre- 
nons un plan vertical parallèle à 
celte ligne; par suite, menons x'y' 
parallèle à ab. La droite représen- 
tée actuellement par [ab, a'i6'i) est 
parallèle au plan Y'. 
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Remarques, I. On peut prendre a?'i/ sur ab; dans ce cas la 
droite se trouve sur V, et Ton obtient une des deux disposi- 
tions suivantes , identiques à celles du n» 69. 





II. La droite considérée est invariable de position dans Tes- 
pace, mais ses projections changent suivant les plans adoptés; 
néanmoins , on énonce ordinairement les problèmes , le précé- 
dent, par exemple , comme il suit : 

A l'aide d'un changement de plan, rendre une droite paral- 
lèle au plan vertical. 

Dans les énoncés suivants nous nous conformons à l'usage 
reçu. 

Problème. 

87. Une droite est parallèle au plan vertical; à VcRde d'un 
changement de plan , rendre cette droite perpendiculaire au 
plan horizontal. 

Il faut choisir un plan horizontal perpendiculaire à la droite 
donnée. 

Soit la droite [ab, a'b') parallèle au 
plan vertical; prenons un plan horizon- 
tal perpendiculaire à AB, il suffit de 
mener x'y^ perpendiculaire à a'b' ; et 
prenons a'ai = aa\ 

La droite est représentée par [a^, 
a'b')\ car pour tout autre point, B, par 
exemple , il faudrait prendre a'oi = mb ; or mb = a' a. 

Problème. 

88. Rendre une droite quelconque perpendiculaire à l'un 
des plans de projection. 

Prenons un nouveau plan vertical avec *a?y passant par ab; 
la droite (ab, a\b\) est placée sur le plan V: puis prenons un 
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nouveau plan horizontal avec af'^', perpendiculaire à a\b\. La 




nouvelle projection horizontale a^ est sur a/y , puisque la droite 
est sur V', et la droite [a, a'ib\) est perpendiculaire au plan H'. 

Problème. 

89. Trouver la plus courte distance de deux droites, dans le 
cas oit Vune d^elles est parallèle à Vun des plans de projec- 
tion. 

Soient les droites AB et 
CD; cette dernière étant 
parallèle au plan vertical, 
prenons un nouveau plan 
horizontal qui soit perpendi- 
culaire à CD, et, pour cela, 
menons œ'i/ perpendicu- 
laire à c'd' au point c'; la 
ligne AB devient {ai6|,a'6') 
et CD, {ci, c'd')] cette ligne 
étant perpendiculaire au 
plan H', la perpendiculaire 
commune aux droites don- 
nées est donc parallèle au plan H^ et se projette en vraie gran- 
deur. 

Abaissons donc la perpendiculaire c^e^ sur aibi ; Ci fait con- 
naître e', et Ton mène e^d' parallèle à oc'y". La vraie grandeur de 
(cjCi, cV) est la distance cherchée CiCi. 

Problème. 

90. Trouver les traces d'un plan sur de nouveaux plans de 
projection. 

Prenons un nouveau plan vertical. Soit af]/ la nouvelle ligne 
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de terre; le point (a, a') a sa nouvelle projection verticale sur la 
trace verticale cherchée; or, Tordonnée de ce point n'ayant pas 
changé, il suffit de porter ao! en aa\, et le plan PaP' est de- 
venu PpP'i. 





Le rabattement peut être effectué vers la gauche de Tépure; 
dans ce cas , on obtient la seconde disposition. 

Problème. 

91. A Vaide d'un changement de plan, rendre un plan per- 
pendiculaire au plan verlicaL 

On procède comme précédemment, mais on prend û?y per- 
pendiculaire à la trace horizontale aP [n^ 30, 5°]. 

Problème. 

92. Trouver la distance de deux plans parallèles. 

Soient les plans P et Q; prenons 
un nouveau plan horizontal H' per- 
pendiculaire aux deux plans; il sufGt 
pour cela que x'y' soit perpendicu- 
laire aux 1 races verticales de ces 
plans; au point U élevons une per- 
pendiculaire à afy', et prenons 
b'c^ = b'c; b'b^ = b'b. 
Les plans PjaP', Q^pQ' sont per- 
pendiculaires au plan H' [n^ 30, h^]\ donc la perpendiculaire 
commune d est la distance cherchée. 

Remarque. Cette solution est plus rapide et plus élégante que 
la solution directe [n^ 76]. 
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§ II. — DES ROTATIONS 



93. Au lieu de changer les plans de projection , on peut modi- 
fier la position de la figure dans Tespace , de manière à obtenir 
une solution plus simple. Pour cela, on fait tourner la figure 
autour d'un axe , ordinairement perpendiculaire à Tun des plans 
de projection. 

Dans ce mouvement, chaque point conserve toujours sa dis- 
tance à Taxe et décrit un arc ayant cette distance pour rayon. 

94. Rotation d'un point. Soit [a, q!U) Taxe vertical, [c, c') le 
point donné; dans sa rotation le point décrit un arc de cercle 
dont le plan est perpendiculaire à Taxe, Tare se projette donc 
en vraie grandeur sur le plan horizontal; du centre a avec ac 
pour rayon, il faut décrire un arc, et si Cj doit être la nouvelle 
position de la projection horizontale , on aura c\ pour projection 
verticale; car Tordonnée du point ne change pas. La nouvelle 
position se désigne par (c^, c'|), et le point lui-même par Cj. 
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De même, si Taxe est perpendiculaire au plan vertical, la 
projection verticale se meut sur une circonférence dont a! est 
le centre, et la projection horizontale, sur une parallèle dhdi 
à la ligne de terre. 

Remarque, On peut faire tourner le point d'un angle d'a!d\ 
dont on fait connaître la grandeur. 

95. Botatîon d'une droite. La rotation d'une droite s'obtient 
en opérant la rotation de deux de ses points. 

Soit la droite [cd, dd') à faire tourner d'un angle « autour de 
l'axe vertical (a^ a' 6'). 
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i^ Disposition, Du centre a décrivons un arc qui coupe la 
projection horizontale en deux points c et d; déterminons c'd\ 
a étant Tangle donné , il suffit de prendre Tare ddi = cc^ , et de 
projeter les points c^, d^ en c'i, d\ sur les. perpendiculaires 
menées à Taxe par d et g('. La droite donnée est devenue Cirfj, 
c\d\. 




ïï^-' 




"% 



96. 2® disposition. Du centrea décrivons une circonférence tan- 
gente à la projection horizontale donnée, faisons Tangle donné a, 
menons la tangente au point d^ , prenons d^Ci = dc, et détermi- 
nons c\ et d\. 

Remarques, l. On opère d'une manière analogue, lorsque 
Taxe est perpendiculaire au plan vertical. 



\î' 




a 



IL Lorsque la droite rencontre Taxe , le point 
de rencontre ne change pas , et il suffit de faire 
tourner un seul point de la droite; ainsi [ca, 
c'b') devient {ca, c'ib'), 

IIL Pour faire tourner une droite autour d'un 
axe non perpendiculaire à Tun des plans de pro- 
jection ; on peut changer de plans de projection 
[no 88] , afin de retomber dans le cas ordinaire 

[no 95]. 
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Problèmea 

97. Rendre horizontale une droite 
donnée. 

Il faut recourir à un axe horizon- 
tal ; soit .la droite CD ; prenons Taxe 
AB , décrivons une circonférence tan- 
gente à c'rf', puis menons une tan- 
gente parallèle k anj et prenons 
d^d\=dd! [no 96]; enfin détermi- 
nons c^d^. La droite CiDj est hori- 
zontale. 




98. Rotation d'un plan. Un plan étant déterminé par deux 
droites, il suffit de faire tourner 
deux de ses lignes et de détermi- 
ner les nouvelles traces du plan ; 
mais ordinairement, lorsque Taxe 
est vertical, on fait choix de la 
trace horizontale et d'une autre 
horizontale de ce plan, autant que 
possible de celle que rencontre 
Taxe; on emploie la seconde dis- 
position indiquée ci-avant [n<* 96]. 

Soient AB et P l'axe et le plan 
donnés; décrivons une circonfé- 
rence tangente à «P, formons Pan- 
gle donné a; la tangente c^a^ est 
la nouvelle trace horizontale ; la 
droite DE devient D^F; il suffit de joindre a^ au point f. Le plan 
P est venu en Pj. 

Remarque. L'horizontale AI donne lieu à une construction 
plus simple. 

Il en est encore ainsi quand Taxe est sur Tun des plans de 
projection. 

Problème. 

99. Amener un plan à être perpendiculaire à l'un des plans 
de projection. 

Soit le plan P à rendre perpendiculaire au plan Jjorizontal ; il 
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faut que sa trace verticale soit perpen- 
diculaire à œij. Prenons un axe hori- 
zontal AB, menons par a' une droite CD 
parallèle au plan vertical et contenue 
dans le plan P ; elle rencontre Taxe en 
(c^ c'), et par suite ce point est celui 
où Taxe perce le plan donné ; du centre 
a' décrivons une circonférence tangente 
à aP, menons la tangente ^o\ perpendi- 
culaire à xy, et joignons p à c. Le plan 
P est devenu tPe^'. 

Problème. . 

100. Trouver la distance d'un point à un plan. 

Soient (c, c') et P le point et le plan 
donnés. Prenons un axe vertical AB 
mené par le point C; amenons le plan P 
à être perpendiculaire au plan vertical 
[no 99]. C étant sur Taxe ne change 
pas; aP devient pPj, et «F, pP'i ; du 
point c', abaissons la perpendiculaire 
c'e\ sur pP'i , la ligne c'e\ est la dis- 
tance chercliée. 

Si Ton demandait le point ou la per- 
pendiculaire perce le plan PaP', on 
amènerait e^ en e, puis on détermi- 
nerait e'; il faut que cV soit perpen- 
diculaire à aP'. 

Problème. 

101. Amener un plan 
à être parallèle à l'un des 
plans de projection. 

Soit le plan P à amener 
à être parallèle au plan 
horizontal. 

On le rend perpendi- 
culaire au plan vertical à 
Paide d'un axe verti- 
cal [a, a'b'). «P devient 
«1^1 perpendiculaire à 
œy; l'horizontale (ac,b'(f) 
fait connaître le point b% 
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OÙ Taxe perce le plan et détermine «iP'i; puis, en employant 
un axe horizontal [ef, e'), amenons le plan PiaiP'i à être hori- 
zontal ; il suffit de mener la tangente P'2 parallèle à xy. 

Remarques, I. Lorsque g' tend vers la position g\, la trace 
a^Pi s'éloigne de plus en plus du point a ; elle disparaît quand 
P'2 est parallèle à xy, 

II. L'horizontale [ac, h'c') devient successivement [b\aa!) et 
{b\,ih], 

IFL La construction se simplifie lorsque Taxe [a, a!b') est 
pris sur le plan vertical, etc.; mais il convient de résoudre la 
question avec des axes quelconques, parce que le choix des axes 
de rotation est suhordonné à Tensemble de la figure dont le plan 
à rendre horizontal peut faire partie. 

Remarque générale. 

102. Il faut deux changements de plan ou deux rotations pour 
amener une droite à être perpeddiculaire ou pour rendre un plan 
parallèle à Tun des plans de projection. 

Il ne faut qu'un changement de plan ou qu'une rotation pour 
amener une droite à être parallèle ou pour rendre un plan per- 
pendiculaire à l'un des plans de projection. 

§ m. — RABATTEMENTS 

103. La méthode des rabattements a pour but d'amener une 
figure plane donnée par ses projections à se placer sur un des 
plans de projection ou à lui être parallèle, afin qu'elle se projette 
en vraie grandeur sur ce plan. 

Pour amener un plan à se confondre avec le plan horizontal , 
par exemple, on le fait tourner autour de sa trace horizontale, 
jusqu'à ce qu'il vienne s'appliquer sur le plan de projection. 

Pour rendre un plan donné parallèle au plan liorizontal, on 
le fait tourner autour d'une de ses horizontales jusqu'à ce qu'il 
soit horizontal. 

D'une manière analogue on peut rabattre une figure plane sur 
le plan vertical. 

La méthode des rabattements peut être rattachée à celle des 
rotations; mais dans les rabattements il suffit que l'axe soit pa- 
rallèle au plan vertical ou au plan horizontal , et il faut amener 
la figure étudiée à être parallèle à l'un des plans de projection. 

On rabat toujours un plan; mais, dans un grand nombre de 
cas, on cherche particulièrement à déterminer la position qu'oc- 
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cupent, après le rabattement, un ou plusieurs points du plan 
considéré. 

Problème. 

104. Dans le rabattement d'un plan autour de sa trace ho- 
rizontale, déterminer la position de la trace verticale de ce 
plan. 

l**" Moyen. Coupons le plan PaP' 
par un plan perpendiculaire à la 
trace horizontale ap, et par suite ce 
plan est perpendiculaire au plan P 
et au plan horizontal [n^ 67]; le plan 
auxiliaire détermine un triangle 
rectangle ayant pour côtés de Tangle 
droit am et aa\ Pour avoir Thypoté- 
nuse, on élève la perpendiculaire 
aa\ égale à aa', et Ton porte ma'i 
de m en A |. Et aP'^ est le rabattement de la trace verticale aP\ 

2« Moyen. Un point quelconque (a, a') de la trace verticale 
décrit, dans sa rotation autour de Taxe «P, un arc de cercle 
dont le plan est perpendiculaire à aP; donc, dans le rabatte- 
ment du plan, le point [a, a'] se trouve en un point de la per- 
pendiculaire am ; d'ailleurs , la distance «a' ne varie point , donc 
du centre a avec «a' pour rayon il faut couper en A^ la perpen- 
diculaire am. 

Remarque^ Ce second moyen peut servir de vérification au 
premier. 

Problème. 

105. Cas particuliers, i^ Le plan à rabattre est perpendicu- 
laire à Vun des plans 
de projection. 

Lorsque le plan est 
perpendiculaire à Pun 
des plans de projec- 
tion, Pangle des deux 
traces est droit; par 
suite, si Ton rabat 
PaP' sur le plan hori- 
zontal, la trace «P' 
se rabattra en aP'j 
sur une perpendiculaire à aP. Si Ton rabat QPQ' sur le plan ver- 
tical , la trace horizontale PQ viendra sur la ligne de terre. 
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2o Les traces du plan à rabattre 
sont parallèles à la ligne de terre. 

Un plan auxiliaire perpendiculaire à 
xy, coupe le plan donné ^PP') suivant 
une droite qu'on peut considérer comme 
étant rhypoténuse d'un triangle rec- 
tangle, dont les côtés de Pangle droit 
sont aa' et am ; donc il faut porter ma\ 
de m en A^, et par ce dernier point 
mener A^Fi parallèle à xy, ^' **' 

Problème. 

106. Dans le rabattement d*unplan, déterminer la nouvelle 
position d'un point de ce plan. 

1" moyen. Soit (6, 6') un 
point quelconque du plan PaP'. 
Déterminons le rabattement 
aP'i de la trace verticale aP' 
[no 104], et le rabattement 
c'jBi de rhorizontale.(6c, 6V) 
du point donné, pour cela pre- 
nons ac'i = ac', et par c\ me- 
nons une parallèle à Taxe aP. 
Le point (6, 6') de Tespace 
décrit un cercle dont le plan 
est perpendiculaire à aP; donc, après le rabattement du plan, 
le point [b, b') vient en Bj au point d'intersection de la per- 
pendiculaire 6Bi et de la parallèle c'^Bi. 

Remarque. L'emploi d'une horizontale est très -utile, surtout 
lorsqu'on doit déterminer le rabattement d'un grand nombre de 
points du même plan ; cependant on a souvent recours au moyen 
suivant, surtout lorsqu'on ne connaît pas la trace verticale aP' 
du plan à rabattre, c'est-à-dire lorsqu'on donne directement le 
point et l'horizontale qui doit servir d'axe de rotation. 

107. 2e moyen. Soient A et NM le 
point et Taxe donnés ; du pied B de la 
projetante AB, abaissons la perpen- 
diculaire BC sur NM et joignons AC ; 
cette ligne est perpendiculaire à MN en 
vertu du théorème des trois perpen- 
diculaires [Géométrie, 301]; si on 
fait tourper le plan MAN autour de MN, le point A décrira une 
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circonférence et viendra s'appliquer en D ou en E sur le prolon- 
gement de la perpendiculaire BC, de manière que CD = AC. Il 
en serait de même si Ton prenait un plan de projection parallèle 
au plan FG. Or AB est Télévation ou la hauteur verticale du point 
A au-dessus de Taxe, CB est la distante horizontale du point À à 
Taxe ; on peut donc formuler la règle suivante : 

108. Règle pratique. Pour rabat (re un point sur le plan ho- 
rizontal, on abaisse de sa projection horizontale une pe»'- 
pendiculaire sur l'axe, et, à partir du pied de cette perpen-^ 
diculaire, on prend une longueur égaie à l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle ayant pour côtés la hauteur verticale et la 
distance horizontale du point relativement à l*axe. 

Exemple, Soit Taxe [fc, fc') situé sur le plan horizontal et 




A^/ 



le point (a, a'). Abaissons la perpendiculaire ac; sur une pa- 
rallèle à Taxe, prenons aa'i = na'; ca\ est Thypoténuse cher- 
chée, il suffit de porter sa longueur de c en A^. 

109. Remarques, I. Lorsque le rabattement doit avoir lieu au- 




tour d'une horizontale quelconque FC» on procède comme ci- 
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dessus; il suffit, en effet, de considérer fc' comme ligne de 
terre; mais dans la recherche des traces des droites, on ne lient 
pas compte de Tespace plan compris entre 
œy et fc\ 

II. Lorsque le plan des points à rabattre 
est perpendiculaire à Tun des plans de 
projection, la construction se simplifie; sur 
des perpendiculaires à la trace ab, il faut 
prendre akx^=^ma' , bBi=^nb'. 

Ce cas s'est présenté dans la recher- 
che de la vraie grandeur d'une droite 
[no 69]. 

Problème. 




Ai 



110. Dans le rabatlement d'un plan autour de i'une de ses 
horizontales , déterminer la nouvelle position d'une droite 
quelconque de ce plan. 

Soit à rabattre le plan déterminé par la droite [ab, a'b')j et par 
l'horizontale (c/, c'/' ). Rabattre une droite, revient à déterminer 
la nouvelle position de deux de ses points; lorsqu'elle rencontre 
l'axe dans les limites de l'épure, il suffit de déterminer le ra- 
battement Aj d'un seul de ses points, en prenant aa\=^na'; 
car b, b' étant placé sur l'axe ne change pas. 

Pour avoir le point D^ qui correspond k [d, d'), il suffit de 
mener db^ parallèle à cA|. 




.^-7«* 
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Remarque. On procède d'une manière analogue lorsqu'on ra- 
bat le plan ABC à l'aide d'une parallèle (6c, 6'c') au plan ver- 
tical. • 
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111. Relever un plan rabattu, ainsi que des points situés 

dans ce plan. 

Soit Va?\ le plan ra- 
battu et Aj , Bi, etc.; des 
points de ce plan , menons 
les horizontales À|d'i, B^e^ 
et relevons ces lignes. 

1® Pour avoir la trace 
verticale du plan, abais- 
sons une perpendiculaire 
fifnf sur aP ; et du centre 
a avec le rayon a/^i cou- 
pons en f la perpendicu- 
laire menée 'à xy par le point f; 

2® Pour relever les horizontales, Airf'x, par exemple, on 
abaisse du point d^i une perpendiculaire sur Taxe «P ; ainsi cf i 
fait connaître d sur œy; la parallèle à aP menée par d, et la 
perpendiculaire menée par A^ déterminent la projection hori- 
zontale a; d fait connaître d', d'ailleurs (id'=^oid\, puis la pa- 
rallèle d'à' à xy et la perpendiculaire aa' déterminent la pro- 
jection verticale. 

Remarque. Pour relever fi on peut faire les opérations in- 
verses du no 104. 

Problème. 

112. La projection horizontale et le rabattement d'un point 
étant donnés ainsi que Vaxe, déterminer la projection verti- 
cale de ce point. 



^r^- 





Il faut que les données a et Ai soient sur une mêiAe perpen- 
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diculaire à Taxe fc [nol07]; on élève une perpendiculaire ad; 
du centre c, on la coupe par un arc kia\ , la grandeur aa\ est la 
hauteur verticale du point A au-dessua de Taxe; on porte donc 
aa\ de n en a'. 

Problème. 

113. D'un point donné, mener une droite qui en rencontre 
une autre sous un angle donné. 

Soient AB et C la droite 
et le point donnés. Par 
*(c, c') menons Thorizon- 
tale qui rencontre AB. Pour 
cela, il suffit de prendre 
c'b' parallèle à xy et de 
joindre cb [n© 47, 2<>]. Ra- 
battons le plan ABC à 
l'aide de CB; [a, a') de- 
vient Al [no 108]. Par le 
point c menons une droite 
CDi faisant avec bk^ l'an- 
gle donné m, et relevons 
le point D^. La droite [cd, 
ddt) satisfait à la question. 
Il y aurait une seconde 
solution donnée par cE^. 

Remarque. cP^ est la distance du point à la droite donnée. 
[Voir no 78.] 

Problème. i\ ' y^ 

114. Trouver la distance d*un 
point à un plan donné par 
deux droites. 

Soient les droites BC, BD et 
le point A donnés. Menons une 
horia^ntale du plan en prenant 
c'd^ parallèle à ooy. Par le point A 
menons un plan perpendiculaire 
au plan CBD et au plan horizontal 
[no 67] , sa trace aef doit être 
perpendiculaire à l'horizontale 
cd; on peut considérer ce plan 
comme étant le plan projetant 
de la droite mesurant la distance cherchée ; il coupe l'horizon- 
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taie CD au point (e, e'), et la ligne CB au point [f, f); rabat- 
tons-le vers la droite, il faut prendre fb\==.nf , cF^ est Tin- 
tersection du plan donné et du plan perpendiculaire; dans le ra- 
battement le point donné vient en A| , à une distance aAi=ma'; 
la perpendiculaire AxG| abaissée sur eFi est la distance cher- 
chée. 

Si Ton demande les projections de la perpendiculaire , on dé- 
termine g, puis g' ; d'ailleurs og' doit égaler ^G^. 

Remarque. 

lis. A Taide des rabattements, toute question de géométrie' 
plane peut être résolue dans un plan placé d'une manière quel- 
conque par rapport aux plans de projection; car il suffit de ra- 
battre la figure, faire les constructions indiquées par les élé- 
ments de géométrie , et relever les points obtenus. 



CHAPITRE IV 



DES ANGLES 



§ I. - ANGLES DES DROITES ET DES PLANS 

Problème. 

116. Déterminer la vraie grandeur des angles formés par 
une droite avec chaque plan de projection. 

Soit la droite (ab,a'b'). 

1er Moyen, Rabattons la droite sur le 
plan horizontal en AjBi [n^ 109, 11]^ par 
le point Bi menons une parallèle à ab; 
m est Tangle que la droite forme avec 
le plan horizontal, car il égale Tangle 
que ABC forme avec sa projection hori- 
zontale abc, [Voir aussi n^ 70.] 
. En rabattant la droite sur le plan ver- 
tical, on obtient l'angle n qu'elle forme 
avec, ce plan vertical. 
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î^ Moyen, Rendons la droite paral- 
lèle au plan vertical, soit (aôx» a'6'i) 
celte nouvelle position; m est Tangle 
qu'elle forme avec le plan horizontal . 
car cet angle se projette en vraie gran- 
deur sur le plan V. [Voir u9 72.] 

117. Remarque, Lorsqu'une droite est 
dans un plan de profil, elle forme 
avec ses projections un triangle rectangle ; donc la somme des 
angles m et n qu'elle fait avec les 
plans de projection égale un droit ; 
dans tous les autres cas , la somme 
des angles m et n est <90o; en 
efifet m+p=90<*, car le triangle 
abb' est rectangle en b; mais Tangle 
formé par une droite avec sa pro- 
jection est le plus petit angle que cette droite puisse former avec 
une autre ligne droite menée par son pied dans le plan [Géomé- 
trie, 340]; donc n<p, et par suite m-|-n<90*». 




Problème. ' 

il8. Trouver la vraie grandeur de l'angle de deux droites. 

Lorsque les droites données ne sont pas situées dans un même 
plan, on nomme angle de deux lignes Fangle formé par Tune 
d'elles et par la parallèle à la seconde menée par un point quel- 
conque de la première; il suffit de con- 
sidérer des lignes concourantes. 

!«' Moyen, Soient les droites AB et 
AC; on mène une horizontale BC du 
plan des deux droites, et Ton rabat 
le point d'intersection (a, a') autour 
de cette horizontale. Pour cela, il suf- 
fit de déterminer Ai [n® 108] , car (6c, 
6V) ne change point, et de joindre A^ 
aux points 6 et c; ôA^c est l'angle de- 
mandé. 

Remarque, On emploie autant que possible la droite qui 
joint les traces de même nom des lignes données , par exemple , 
la ligne qui passe par les traces horizontales. 
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il9. ^^Moyen, On cherche directement 
la vraie grandeur des côtés AB, AC, on 
peut les amener à être parallèles au 
plan horizontal. AB devient (6^2, b'a'^), 
etc., et du centre b avec le rayon ba2 on 
coupe Parc décrit du centre c avec le 
rayon cai; A^ est Tangle cherché. 

Vérification. La droite aAi doit être 
■perpendiculaire à bc. 

Une des droites (ac, a'c') est horizontale, 

i^^ Moyen. Par la trace horizontale 
6, menons une parallèle bd à ac; la 
ligne bd sera contenue dans le plan 
horizontal ; à Taide de cette droite ra- 
battons le point [a, a')^ puis par A^ 
menons A^Gi parallèle à ac, car Thori- 
zontale reste parallèle à elle-même dans 
le mouvement de rotation autour de bd; 
Tangle 6A1C1 est Tangle demandé. 

2e Moyen, On peut opérer le rabattement du plan des droites 
à Taide 4è Thorizontale donnée [n® 109], 

Problème. 

121. Déterminer la bissec- 
trice de l'angle de deux 
droites. 

Soient les droites AB , AC qui 
deviennent 6A1, cA^, après le 
rabattement; Tangle Aj étant 
en vraie grandeur^ menons la 
bissectrice A^e ; le point e , ap- 
partenant à rhorizontale BC, 
fait connaître e'; la bissec- 
trice a pour projections ae et 
a'e\ 

Problème. 

122. Déterminer l'angle d'une droite et d'un plan. 
L'angle d'une droite et d'un plan est l'angle formé par cette 
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droite et sa projection sur ce plan; 
cet angle est le complément de celui 
que forme la ligne donnée avec la per- 
pendiculaire au plan, on se borne à 
chercher directement ce dernier. 

Soient AB et P la droite et le plan 
donnés; d'un point quelconque À de 
la droite , abaissons la perpendiculaire 
AC sur le plan PaP' [n<> 63] ; pour avoir 
l'angle des deux droites AB,AG, me- 
nons l'horizontale BC et rabattons le 
point {a-yo!)^ m est l'angle des deux 
lignes , et son complément n ou cA^E^ 
est l'angle de la droite et du plan. 

Problème. 

123. Déterminer Vangle des traces d*un plan. 

Il suffit de prendre un point (a, a') sur la trace verticale du 
plan et de le rabattre en A| [n<> 104] ; m est l'angle demandé. 



\n 





Remarque, Lorsque les traces rabattues du plan forment un 
angle obtus, l'angle obtenu PaP'i est l'angle formé par aa' et 
*P ; dans l'exemple donné , cet angle se trouve dans le quatrième 
dièdre. La partie plane située dans le premier dièdre correspond 
à l'angle obtus supplémentaire PiaP'i. 



Problème. 



124'. Déterminer Vangle qu'un plan donné forme avec chaque 
plan de projection. 

1° Lorsque le plan est perpendiculaire à l'un des plans, au 
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plan vertical, par exemple, l'angle que forme sa trace verticale 
avec la ligne de terre est Tangle que le plan forme avec le plan 
horizontal; et quand il est perpendiculaire au plan horizontal, 
sa trace horizontale indique Tangle qu'il forme avec le plan ver- 
tical. [N^ 30, 60.] 

2° Soit P un plan 
quelconque; menons 
un plan vertical per- 
pendiculaire au plan 
donné, et par suite 
àla trace aP[no 67], 
et rabattons -le sur 
leplan H; aa' devient 
aa\ [n^lOi] par rap- 
port à la droite ab 
perpendiculaire àaP. 
Le plan mené étant perpendiculaire à Tarète aP du dièdre formé 
par le plan P avec le plan horizontal , aba\ ou m est l'angle cher- 
ché. De même n est l'angle du plan P avec le plan vertical. 

125. Remarques. I. On peut donner aux constructions une 

disposilion qui facilite la réso- 
lution du problème inverse. 

da' est perpendiculaire à œy, 
or au n^ 124 Tangle m est 
donné par la construction d'un 
triangle rectangle ayant pour 
côtés de l'angle droit aa' et ab; 
portons ab sur xy et l'angle 
aga'zzzm ; de même portant ad 
de a en f, on a afd=n. 

Les perpendiculaires al, ah sont égales , car chacune d'elles 
indique la distance du point a de ai/ au plan donné PaP'. 

IL La droite AB, dont la pro- 
jection horizontale ab est per- 
pendiculaire à aP,est elle-même 
perpendiculaire à cette trace 
horizontale; en vertu du théo- 
rème des trois perpendiculaires, 
cette ligne AB est la ligne de 
plus grande pente du plan P 
par rapport au plan horizontal, 
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car toute autre ligne de PaP' fait avec H un angle plus petit 
que m, [Géométrie, 343.] La ligne de plus grande pente suffit 
pour caractériser un plan ; car par le point b on peut mener «p 
perpendiculaire à ab, puis joindre a à la projection a', 

III. Lorsque deux plans non perpendiculaires se coupent, ils 
forment entre eux .un angle aigu et un angle obtus supplémen- 
taires; Pangle aigu est Tangle qui mesure Tinclinaison des deux 
plans, par suite on a toujours [n® 124] m-f-n<180o; et lorsque 
le plan donné ne doit être perpendiculaire ni au plan V ni au 
plan H^ on a m<90^ n<90o; d'ailleurs on doit avoir 
m+n+ 90^>180'', car les trois dièdres d'un trièdre ont une 
somme plus grande que deux angles droits; donc il faut 
fn+n>90®, sauf le cas où le plan est parallèle à la ligne de 
terre. 

Problème. 

126. Déterminer V angle dièdre de deux plans quelconques, 

lo"" Moyen, D'un point quelconque on peut abaisser une per- 
pendiculaire sur chaque plan, Tangle des deux perpendiculaires 
est le supplément de l'angle demandé! [Géomélrie, n® 331.] 

2® Moyen. On mène un plan perpendiculaire à l'arête du dièdre, 
et les deux faces sont coupées suivant les droites qui forment 
l'angle plan cherché. 

Soient AE, AB, AF les trois arêtes . , / 

d'un trièdre coupées par un plan '\ ^\ ; y 

EMF perpendiculaire à Parête AB , ' 
et soit A6 la projection de AB sur 
la face EAF. 

1® AB étant perpendiculaire au * 
plan EMF, sa projection A6 est pep- 
pendiculaire à la trace EF de ce 
plan. [N°32.] 

2» La droite NM située dans le plan projetant MAN et dans le 
plan EMF, est à la fois perpendiculaire à AM et à EF ; en effet, AM 
perpendiculaire au plan EMF, l'est par suite à MN; EF perpen- 
diculaire à A6^ l'est au .plan projetant ANM et par suite à NM. 

3° Les droites EM, MF sont perpendiculaires à AM. 

Pour construire le triangle EMF, on pourrait déterminer les 
longueurs des perpendiculaires EM , MF, mais généralement on 
détermine la hauteur MN. 

2* 
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Épure. Soient P et Q les 
plans donnés, ab la projec- 
tion horizontale de leur in- 
tersection , et ef une perpen- 
diculaire quelconque à cette 
ligne; du point n il faut 
abaisser une perpendiculaire 
nm sur Tintersection ral)at- 
tue en aB^; cette ligne mn 
est la hauteur du triangle 
dont ef est la base ; on porte 

mn de n en Mx afin d'obtenir le rabattement éMif du triangle ; 

Ml est Tangle demandé. 

127. Gai pa^îculier. 1° Les deux plans ont deux traces de 
même nom parallèles. 

Coupons les plans donnés par un plan cdaa' perpendiculaire à 
leurs traces parallèles et par suite à leur intersection AE; les 
traces des plans P et Q sur le plan auxiliaire rabattu font con- 
naître l'angle demandé ced. 





a'\ 



4 



y^^yrr 



2° Les plans sont paraHèles à la ligne de terre. 
Sur un plan de profil les plans se coupent suivant a'c^^h'di\ 
donc a'eU est Tangle demandé. 

Problème. 

128. Par un point donné mener une droite qui fasse des 
angles donnés avec chaque plan de projection. 

Soit [c,c') le point donné; m et n Tangle formé par la 
droite avec le plan horizontal et le plan vertical , et tels qu'on 
ait m+^<90<> [n^ 117]; il suffit de trouver les projections 
ab, a'b' d'une ligne droite formant les angles voulus et de mener 
par (c,c') une parallèle CD à AB. 
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Soil donc le problème résolu et AB la ligne cherchée ; pour 
avoir Tangle m qu'elle 
forme avec le plan hori- 
zontal, il faut amener a 
en ai, on trouve ainsi 
l'angle baib'; et t'a^ est 
la vraie grandeur de la 
droite [n® 71 ]. Or la pro- 
jection verticale incon- 
nue a'b' , réloignement 
aa' du point A et la 
vraie grandeur de AB, 
forment un triangle rectangle ayant n pour angle adjacent à la 
projection verticale; donc, connaissant la vraie grandeur t'a^ et 
Fangle n que la droite forme avec le plan vertical , on peut con- 
struire ce triangle et déterminer la projection inconnue. De cette 
remarque on déduit la construction suivante : Par un point (6,6') 
pris sur le plan vertical , menons b'a^ faisant avec xy Tangle m; 
puis sur a^b' au point 6', formons l'angle n, abaissons la perpen- 
diculaire a^a'i; b'a\ est la longueur de la projection verticale; 
donc du centre 6' avec le rayon b'a\ coupons xy en a', élevons 
une perpendiculaire a'â jusqu'à la rencontre de l'arc décrit du 
centre b avec la longueur bai ^^ 1^ projection horizontale pour 
rayon. 

Vérip^cation, La perpendiculaire aa' doit égaler aia'i* 

Proolèmea 

129. Par un point donné mener un plan qui rencontre 
chaque plan de projection suivant des angles donnés m et n. 

Résolvons le problème pour un 
point [a, a') pris sur le plan verti- 
cal; puis, par le point donné, il 
suffira de mener un plan parallèle 
à celui que nous aurons obtenu. 
Il faut m<90o; n<90« et 
m+n>90û. [NO 125,111.] 

D'après la remarque I [n» 125], 
par a' menons a'b perpendiculaire 
à la ligne de terre et a'c formant 
avec ocy l'angle m que le plan P 
doit former avec le plan horizontal , 
puis abaissons la perpendiculaire 
ag, cette ligne est la distance du 
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point a de la ligne de ferre au plan cherché [n® 125 , 1]. Du centre 
a, avec cette grandeur ar/ pour ^ayon, décrivons un arc et me- 
nons une tangente hf, faisant avec œy l'angle n que le plan 
doit former avec le plan vertical ; le point 6 se trouve déterminé 
par la tangente fhb et la perpendiculaire a'ab. Pour avoir la trace 
P, il faut mener par b une tangente 6a à Tare décrit avec ac pour 
rayon , puis mener aa'. 

Vérification. L'arc décrit avec le rayon af doit être tangent 
à aP'. 

Remarque. La détermination des traces par des tangentes 
telles que bcl,a'e offre peu de précision, mais on peut mener une 
droite faisant avec chaque plan un angle complémentaire de celui 
que Ton donne; puis par le point donné mener un plan perpen- 
diculaire à la droite ainsi déterminée. 



§ IL — TRIÈDRES * 

130. Désignons par a,b,c les faces d'un trièdre [Géomé- 
trie , 35 1 ] , par A , B , C les dièdres opposés , par a', b', d les faces 
du trièdre supplémentaire, et par A',B', C, les dièdres opposés, 
on a par définition {Géométrie, 348] a -[-A' =2 droits, etc. 

1" Chaque face d'un trièdre est plus petite que la somme des 
deux autres. {Géométrie , 349.] 

2® La somme des faces est moindre que quatre droits. [Geo- 
meVn 6/350.] 

3» La somme des trois dièdres est comprise entre deux droits 
et six droits. 

-4° La différence entre le plus petit dièdre et la somme des 
deux autres est moindre que deux droits. {Géoméirie, 352.] 

Il y a six cas principaux qu'on peut ramener à trois. 

1° a,b yC. On donne les trois faces. 

2° A,6,c. On connaît deux faces et le dièdre A compris. 

3° 6,c,C. On connaît deux faces et le dièdre C opposé à 
l'une d'elles. 

4° a,B,C. On donne une face et les deux dièdres adjacents. 

5° B,C,c. Id. deux dièdres et la face opposée à Tua 

d'eux. 

6° A,B, C. On donne les trois dièdres. 

* Ce paragraphe n'appartient pas au programme de l'enseignement secondaire 
spécial et peut être omis. 
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Par la considération du trièdre supplémentaire, le sixième cas 
se ramène au premier, le cinquième au troisième, et le qua- 
trième au second; en effet, pour le quatrième, par exemple, 
posons A' = 180— a; 6' = 180— B; c'=:180— C. Nous aurons 
à construire un trièdre, connaissant deux faces h\d et le dièdre 
compris A' ; puis nous déterminerons la face inconnue ol , nous 
en déduirons le dièdre inconnu du quatrième cas en posant 
A = 180°— a', et de môme B',C' du trièdre supplémentaire feront 
connaître 6 et c qui ne sont pas directement donnés. 

Premier Gai. 



131. Construire un trièdre, connaissant les trois faces, et 
déterminer les dièdres opposés à chacune d'elles. 

Soient les faces 
a,b,c réalisant les 
condi lions rappe- 
lées et placées con- 
sécutivement sur 
un même plan. 
Prenons des gran- 
deurs égales SF, 
SFi sur les côtés 
extrêmes ; les 
points F, Fi ainsi 
obtenus sont les 
rabattements d'un 
même point de Tes- 
pace appartenant à \ j 

la troisième arête \ ' / 

du trièdre , c'est- '^x^^ ^^y 

à-dire à Tintersec- 

tion des faces a et c. En relevant le plan rfSF, le point F décrit un 
arc de cercle dont le plan est perpendiculaire à Taxe Sd; il en est 
de même de F^ par rapport à Se; donc les perpendiculaires abais- 
sées de F et Fj sur les axes respectifs, déterminent la projection 
horizontale f.du point de Tespace. Pour relever le point F, il 
suffit de décrire du centre d avec le rayon dF un arc ¥f jusqu'à 
la rencontre de la ligne ff^ parallèle à Taxe Srf [n» 104] ; de môme 
par rapport à Se, le point F^ vient en f^, ff* doit égaler /7i', 
puisque c'est le même point relevé par rapport à des axes diffé- 
rents situés dans le même plan. En menant df* et efi on obtient 
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les dièdres A et C, car en considérant fF comme ligne de terre, on 
reconnaît que le plan Sdf est perpendiculaire au second plan de 
projection; donc [nol24, 1°] A indique la grandeur du dièdre de 
cet angle. Pour le troisième dièdre , on pourrait procéder comme 
au no 1 26 ; mais généralement on détermine la vraie grandeur 
des côtés du triangle. Pour cela on prend des longueurs égales 
SG, SGi, puisqu'on veut un même point de Tintersection; les 
perpendiculaires élevées à l'arête commune, dans chaque face, 
restent après les rabattements perpendiculaires à rinterseclion , 
donc il faut élever les perpendiculaires Gn, G^m; la droite mn 
doit être perpendiculaire à la projection S/* de l'arête [n® i26] ; 
du centre n, avec le rayon nG, on coupe l'arc décrit du centre 
m avec le rayon mG^. L'angle mon mesure le troisième dièdre. 

Vérification. Le point o doit se trouver sur S/*. 
Deuxième Gai. 



132. Construire un trièdre, connaissant deux faces et le 
dièdre compris, et déterminer les autres éléments de Vangle 

solide. 

Soient 6,c les faces 
données, et le diè- 
dre A disposé après 
son rabattement au- 
tour d'une perpen- 
diculaire Yd menée 
à Srf. Du centre d, 
avec le rayon d¥ 
coupons en f le côté 
du dièdre donné ; 
par rapport à la ligne 
de terre /P, /'se' 
projette en f et fait 
connaître la projec- 
tion horizontale /S 
de la troisième arête. 
Du point /"abais- 
sons une perpendi- 
culaire sur Se, pre- 
nons la perpendicu- 
ffi égale à ff, menons ef^ et le second dièdre est déter- 
; puis portons ef^ de e en F^ pour. avoir la face a. Les trois 
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faces étant connues , on peut déterminer le dièdre B comme dans 
le cas précédent, en prenant SG=SGi. 

Vérification. SF^ doit égaler SF. . 

Troisième Cas. 

133. Construire un trièdre, connaissant deux faces et le 
dièdre opposé à l'une d'elles. 

Soient les faces b,c et le dièdre C rabattu autour d'une perpendi- 
culaire hd à Taréte Si. Par le point d élevons une perpendicu- 
laire Fdi à Tarête Sd; en prenant cette droite comme ligne de 



terre, cherchons la trace du plan Shl [n^ 90]. La trace horizon- 
tale Sh ne change point , i appartient donc à la nouvelle trace 
verticale ; en outre la perpendiculaire dl indique Félévation d'un 
point l de Fespace au-dessus du plan horizontal ; or, quelle que 
soit la ligne de terre menée par d, la hauteur ne varie point, 
donc il faut prendre dli = dl, et il^ est la nouvelle trace verti- 
cale du plan ShL Lorsqu'on relève cfSF, le point F décrit dans 
le plan dil^ un arc de cercle aj'ant d pour centre et dY pour 
rayon; il coupe la trace il^ en f et g* ; chacun de ces points cor- 
respond à un' trièdre ayant les données voulues. En se bornant à 
celui que donne le point f, il faut abaisser la perpendiculaire ff, 
et Ton retombe sur le cas précédent. /S est la projection de la 
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troisième arête; du point /"on abaisse la perpendiculaire fe, on 
prend/ri = /r.eteFi = eA. 

Vcri/îcalions. ef^ doit être parallèle à hl, car les angles e, h, 
mesurent le même dièdre; et SFj doit égaler SF. 

Remarque. Suivant que Tare Ff coupe la trace ili en deux 
points, lui est tangent, ou ne la rencontre pas, il y a deux 
solutions, une seule ou aucune. 

Quatrième Gai* . 

134. Construire unirièdre, connaissant une face et les deux 
dièdres adjacents. 

Soient 6 la face connue , A et C les dièdres adjacents , rabattus 
suivant des perpendiculaires aux arêtes Sm,Sm'. 




Menons un plan parallèle à celui de la face h; si mn est la 
distance de ce plan au plan de projection , le côté supérieur du 
dièdre C sera rencontré en o; prenons 'm!n*z=:imn; le côté de A 
est rencontré en o\ 

Quelle que soit la position des dièdres donnés, les distances 
no, n'o' ne dépendent que des angles et de la hauteur mn; donc 
si par et o' on mène des parallèles of,&f' aux deux arêtes, 
elles déterminent la projection horizontale f d'un point de la 
troisième arête éloigné de la face h de la longueur mn. Abais- 
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sons les perpendiculaires fe,fd, prenons ffi=ff=.mn: Tangle 
fefi=Q,,ei Tangle /c//'=A; pour avoir les deux faces inconnues 
ij suffit de prendre (jl¥=df; cFj=e/'j. 

Le troisième dièdre se trouve comme dans les cas précé- 
dents. 

Remarque. Pour le cinquième cas ainsi que pour le sixième , 
on peut recourir au trièdre supplémentaire. 

Problème. 

135. Réduire, un angle à Vhorizon. 

Réduire un angle à Thorizon, c'est déterminer le dièdre formé 
par les plans verticaux menés par les côtés de Tangle donné; en 
d'autres termes , c'est déterminer Tangle formé par les projec- 
tions horizontales des côtés de l'angle donné dans l'espace. Cet 
angle est l'angle au sommet d'un triangle dont deux côtés sont 
les projections des côtés de l'angle , et la base , la droite qui 
joint leurs traces horizontales. 

Pour réduire un angle à l'horizon , il faut connaître non-seule- 
ment l'angle des deux lignes données de l'espace , mais encore 
l'angle que chacune d'elles forme avec la verticale passant par 
le sommet. 

Prenons pour plan 
vertical le plan mené 
par un des côtés de 
l'angle de l'espace , le 
côté a'dy par exem- 
ple ; m indique l'angle 
que ce côté forme 
avec la vert icale ; sup- 
posons que le plan ^"* 
vertical mené par le second côté soit aussi rabattu sur le plan de 
a'rf, et que le côté o!c fasse aveccra' l'angle voulu n. En supposant 
le problème résolu et al la projection du second côté, on reconnaît 
que Id est la distance des traces horizontales des côtés et appar- 
tient à un triangle de l'espace dont on connaît les deux côtés et 
l'angle compris que l'on doit réduire; on peut donc construire ce 
triangle et déterminer Id: pour cela faisons l'angle o égal à 
Vangle donné, prenons a'e^=a*c, et de est le côté cherché. 

Le problème est donc ramené à construire un triangle dont on 
connaît les trois côtés. Des extrémités a Qi d avec des rayons 
respectivement égaux à ac et de, on décrit des arcs qui se cou- 
pent en /; l'angle lad est l'angle cherché. 
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CHAPITRE V 

APPLICATIONS 



§ I. — CIRCONFÉRENCE 

Problème. 

i36. On donne le centre et le rayon d'une circonférence qui 
doit être située dans un plan donné, déterminer les projec- 
tions de cette circonférence. 

La projection d'une circonférence est une ellipse. [Géomé- 
trie, 524.] Le diamètre, parallèle au plan de projection se proje- 
tant en vraie grandeur, sera le grand axe de cette ellipse; le 
petit axe est donné par la projection du diamètre perpendiculaire 
au premier. 

1^' Cm. Le plan donné PaP' est vertical. 

Le plan étant perpendiculaire au plan 
H , la projection horizontale de la circon- 
férence sera sur aP [n^ 31, I]; il faut 
prendre à partir du point c deux lon- 
gueurs cd, ce égales au rayon donné; le 
diamètre de est la projection horizon- 
tale cherchée. La projection verticale de 
ce diamètre est parallèle à xy, et se dé- 
termine à Taide des points d, e. Pour le 
diamètre vertical, il se projette en vraie 
grandeur, puisque PaP' est vertical ; donc 
il faut prendre c'a^ = c[h', égal au rayon. 

On connaît les axes de Tellipse , et par suite la courbe peut être 

construite par points. [Géométrie, 527, 53.2.] 

Remarques. L Pour trouver directement d'autres points de la 
courbe , on peut rabattre le plan donné sur le plan vertical ; pour 
cela, on rabat le centre [c, c') en Cj, puis on décrit la cîr- 
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conférence C^Ai. Un point quelconque Fi a pour projections f 

etr. 




IL Pour tracer une courbe par points, il est surtout utile 
de connaître quelques tangentes et le point de contact. Dans 
Texemple cité , à la circonférence A^C^ , on peut circonscrire un 
carré ayant deux côtés parallèles h xy,ei Ton obtiendra un rec- 
tangle circonscrit à la courbe demandée. Pour avoir la tangente 
en un point quelconque [f, /"'), il faut mener la tangente Fit et 
joindre le point tkf. 

137. Déterminer les projections d'une circonférence dont 
le plan est quelconque, connaissant le centre et le rayon. 

Le diamètre horizontal se 
projette en vraie grandeur 
sur le plan horizontal ; me- 
nons donc par le centre 
donné [c, c') Thorizontale 
[ce,c'e')^ et prenons ca^=^ 
cb=r; le petit axe est sur 
la perpendiculaire ij; pour 
le déterminer, rabattons le 
plan qui le projette hori- 
zontalement ; le centre (c, 
d] se rabat en C^; donc tC^ 
est le rabattement de Tintersection du plan donné et du plan pro- 
jetant considéré; prenons C^Gi = Cfiy = r, et projetons Hi et 
Gi en h et g. 
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On procède d'uoe manière analogue pour le plan vertical. 

138. Déterminer les projections de la circonférence lorsque 
le plan est donné par deux droites. 

, . Soient les droites AB et AE , 

et c la projection horizontale 
du centre ; déterminons o' à 
Taide d'une parallèle au plan 
vertical; pour cela, prenons be 
'parallèle à xy. Le grand axe 
de la projection verticale sera 
sur b'e'; prenons c7'= drfr=r. 
Le petit axe est sur la per- 
pendiculaire menée à 6'e' au 
point d ; pour avoir la lon- 
gueur de ce petit axe , on peut 
rabattre le plan qui le projette; 
pour cela , prenons c/'D^ = nd, 
puis c'Mi = c'Ni = r ; projetons Mj et Ni en m' et n\ 
Remarque. L'épure est plus simple lorsque le point de con- 





cours des droites données doit être le centre du cercle. On prend 
c'Ci = ne. 

Problème* 

139. Par trois points donnés, non en ligne droite, faire pas- 
ser une circonférence. 

Soient A , B , C les points donnés ; faisons passer un plan P 
par ces points au moyen des lignes qui joindraient l'un d'eux à 
chacun des autres [n^ 50]; rabattons ce plan sur le plan-hori- 

Digitized by VjOOQ IC 



l'P PARTIE. — . DU POWT, OB LA DRQITB KT DU PLAN 



73 



zoQtal ainsi que les points qu*il contient [106], faisons passer 
une circonférence par A|BxC|; on peut déterminer d et (f au 
moyen d'une horizontale D|F|. 











^ On relèverait de la même manière un nombre quelconque de 
points , mais il est préférable de déterminer les axes ; on a pris 
(TD^ = nd. 

Problème. 

140. Délerminer les côtés et les angles d*un triangle [abc, 
a'6V). 

Par d menons une parallèle 
k i3cy, afin d'avoir une hori- 
zontale du plan de ce trian- 
gle ; soit (ce, c'e') cette ligne, 
rabattons la figure en AiB^Ci, 
ce qui donnera la longueur 
des côtés et celle des angles. 
Si Ton veut inscrire une cir- 
conférence , on mène les bis- 
sectriees , etc. 

Pour relever le centre, on 
peut employer ces mêmes bis- 
sectrices, puis déterminer les 
axes de chaque projection ; il 
convient aussi de déterminer 




les projections des points de contact* 



yGoo^e 
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§ IL- REPRÉSENTATION DES CORPS 

Problème. 

lil. Dessiner un prisme droit 
ayant la base sur le plan hori- 
zontal. 

Le prisme étant droit et la base 
sur le plan horizontal, les arêtes 
latérales sont verticales, les deux 
bases du prisme ont même projec- 
tion horizontale ; donc il faut tracer 
la base abcde, abaisser de chaque 
sommet une perpendiculaire sur (rt/, 
et prendre a'a\=zb'b\ égale à la 
hauteur donnée. 

Problème. 

142. Représenter un cube place sur un plan perpendicvr 
taire au plan vertical. 





Soit le plan donné PaF; sur ce plan rabattu vers la droite, 
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la base du cube sera en yraie grandeur ÂBCD. En remontant le 
plan dans sa première position P«P', A donne d , et Tarôte per-» 
pendicuJaîre à la base au point A se projette sur la ligne Ao 
perpendiculaire à la trace aP; d'ailleurs, sur le plan vertical, 
cette arête est perpendiculaire à aP* et se projette en vraie gran- 
deur; donc il faut prendre aVi = AB, et projeter d et a'| en 
a et a|. 
On procède de même pour les autres sommets. 

143. Tracer les projections (Tun prism'e droit situé sur un 
•plan quelconque Pa? ; on connaît la hauteur du prisme et la 
projection horizontale abc de sa base, 

A l'aide d'hori- 
zontales du plan on 
détermine o'6V. 
Puisque le prisme 
doit être droit, par 
c et c' il faut mener 
des droites respecti- 
vement perpendicu- 
laires aux traces P 
et P'; puis il suffit 
de prendre le point 
[d, d') tel que. CD 
égale la hauteur don- 
née [no 73]. Pour 
cela , on procède 
comme il. suit: 

Le plan projetant 
de étant rabattu sur 
le plan H , donne le 
point C et CE, trace 
du plan projetant 
sur PaF; on élève 
une perpendiculaire 
CD égale à la hau- 
teur donnée , et Ton 
mène Drf parallèle 
à «P. 

144. Remarque. Si Ton donnait le plan Pap', la base et la 
bauteur, on tracerait la base en vraie grandeur au-dessous de «P, 
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en considérant cette région comme le rabattement du plan PaP', 
puis, à Taide de fE ou du rabattement de aP', on relèverait la 
base afln d'obtenir ses projections abc, a'b'c' [n^ lii]. 

Problème. 

145. Construire une pyramide triangulaire, connaissant 
les six arêtes. 

Sur le plan horizontal traçons le périmètre abc de la base à 




s,:- 



Taide de trois arêtes consécutives; soient d, e, f les trois arêtes 
latérales. 

En rabattant la face [asb, a's'b') sur le plan horizontal, le 
sommet S décrit un arc de cercle dont le plan est perpendicu- 
laire à Taxe de rotation ab, et les deux arêtes latérales e, f 
viennent se placer en vraie grandeur sur le plan horizontal ; con- 
struisons Je triangle aSib avec e et f; la perpendiculaire àbais^ 
sée du sommet S^ sut ab passe par la projection inconnue s du 
sommet; de même, construisons le triangle CS26 avec les arêtes 
feid, la projection s sera déterminée par les perpendiculaires 
SiS et S2S. Pour avoir la hauteur wV, rabattons le triangle rec- 
tangle formé par cette hauteur dont ms est un côté de Tdogle 
droit et dont mSi est Thypoténuse; du point m comme centre, il 
faut couper en S3 la perpendiculaire sSj et porter «S3 de n' en «\ 
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146. Remarque. Une pyramide est déterminée lorsqu'on con- 
naît sa base et trois arêtes latérales ; par exemple , celles qui 




aboutissent à trois sommets donnés, a, 63 c; on peut donc dé- 
terminer comme précédemment s et s'^ puis joindre ces points 
aux projections de tous les sommets de la base. 

Problème. 

147. Construire un tétraèdre régulier, connaissant l* arête 
et le plan sur lequel repose ce tétraèdre. 

Soit le plan PaP' sur lequel doit reposer le tétraèdre. 

A l'aide du point [a, a') rabattons le plan en PaP'^ , et traçons 
un triangle équilatéral BCD ayant le côté donné ; en employant 
des horizontales on détermine les projections bcd, b'c'd' de cette 
base [n® 111]. 

Au point E, centre de la base, et sur la bissectrice DE, éle- 
vons une perpendiculaire ES telle que DS = DG; la ligne ES est 
la hauteur du tétraèdre, le point E relevé donne e, e'. Les pro- 
jections de la hauteur sont perpendiculaires aux traces du plan 
[no 37]. 
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En rabattant vers la droite le plan vertical proj>etant , le point 
(ej e') devient E^; comme précédemment [n°« 143 et 145], il 




M^:~--. 



->E 



p; 



-f- 



suffit d'élever la perpendiculaire EiSi=ES. Le point S^ permet de 
déterminer s, et par suite s', ce dernier point devant se trouver 
sur la perpendiculaire abaissée de e' sur a?'. 



§ III. — SECTIONS PLANES 

148. Déterminer la section d'un prisme droit par un plan 
quelconque. 

Soient le prisme droit [ahcde, a'a\] et le plan Pa?'. 
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Bemarquons d'aboiHi que abcde est la projection horizontale;^ 
de rinlersection; le problème est doac ramené à détermifléi^ 




la projection "verticale m' d'un point d'un plan PaP', lor8(^u'on 
connaît la projection horizontale m de ce point. Il suffit de me- 
ner l'horizontale mn, m'n' du plan, et Ton trouve m'. 

Remarques. I. On peut considérer l'horizontale {mn, m^nf) 
comme T intersection du plan donné par un plan vertical mené 
par l'arête {a, a'a'i), parallèlement à aP. 

IL En rabattant PaP' sur un des plans de projection , on obtien- 
drait la vraie grandeur de la section. 

Problème. 

149. Déterminer la section d'ur y pyramide régulière cou- 
pée par un plan perpendiculaire au plan vertical. 

Soit le plan PaP', coupant une pyramide régulière pentago- 
nale. 

La projection verticale de la section se trouve sur aP' [n^Sl]. 
f fait connaître f, f fait connaître y, etc. Quant à l'arête (sb, s'6'), 
il suffit de la rendre parallèle au plan vertical, en la faisant 
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tourner autour de la hauteur [n° 71]; g' détermine <^'j, et par 
suite <7i; une rotation opposée à la première amène g\ en g. •- - 




. Vraie grandeur de la section. Pour obtenir la vraie gran- 
deur de la section, on peut rabattre le plan PaF sur un des plans 
de. projection. FGHIJ est le rabattement sur le plan horizontal, 
FiHjJj est le rabattement sur le plan vertical. 

Problème. 



150. Déterminer la section d*une pyramide coupée par un 
plan quelconque. 

1<* On peut prendre un nouveau plan de projection perpendi- 
culaire au plan donné, et retomber ainsi dans le cas précé- 
dent; 2<* parfois on détermine directement le point où chaque 
arête perce le plan donné; 3° enfin il est possible de déter- 
miner directement Pintersection de chaque face de la pyramide 
et du plan sécant. 
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i^^ Moyen. Soient le plan PaP' et la pyramide {s . abc, s\ a'b'c' ). 

Prenons aft/ perpendiculaire à aP, et déterminons la nou- 
velle trace pP'j du plan donné , ainsi que la projectionVj .a'i6'ic'i 




de la pyramide; nous sommes ramenés au n» 149. d\ fait con- 
naître d, et par suite d', etc.; donc la section a pour projec- 
tion defei dUe'f , 



Vraie grandeur de la section. En utilisant le plan vertical 
auxiliaire, on trouve, par un rabattement sur le plan horizontal, 
DEF pour la vraie grandeur de la section. 
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151. Développement, Il faut d'abord connaître la lon^eur de 
chaque arête. Pour trouver celle de (sb, s'6'), par exemple, on 
peut élever la perpendiculaire sSi égale à n's' (fig. précédente] ; 
on obtient 6Sj pour longueur de Tarête, et 6Ej pour longueur de 




la partie {be, 6V). Puis on construit successivement les faces 
latérales de la pyramide ; ainsi le triangle S2C2B2 a pour côtés 
6S1, cSi et 6c; ainsi des autres: C2F2 = cFi, B2E2 = 6Ei. 

Dans le développement, S2F2E2D2F3 correspond à la partie de 
la pyramide comprise entre le sommet et le plan sécant. 



152. 2« Moyen. On peut déterminer directement le point où 
chaque arête perce le plan donné PaP'. 

Pour Farôte (as, a's') considérons le plan projetant sur le plan 
horizontal; il coupe PaP* suivant [gh, g' h'); donc d' est la pro- 
jection verticale cherchée, et fait connaître d. 

Ce moyen est très -simple; mais parfois des lignes telles que 
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{se, fiV) et (mn, mV) se coupent sous un angle trop aigu pour 
que le point (f, f) soit biôn déterminé. 




Pour avoir la vraie grandeur de la section , il faudrait rabattre 
PàP'. sur un des plans de projection. 

153. S^' Moyen, appliqué à une pyramide pentagonah. Dé- 
terminons directement Tintersection de la face SAB et du plan 
donné. 

Les traces horizontales ab et a? se coupent au point f; un 
plan horizontal auxiliaire donne Thorizontale {hi, h't') du plçin, 
et coupe Tarêle AS au point (g, g'). Il suffit de mener gi pa- 
rallèle à bf, puisque cette dernière ligne est une horizontale de 
la face SAB. Les deux horizontales ainsi déterminées se coupent 
au point i; donc fijk est la projection horizontale de rintersec- 
tion du plan P«P' par le plan illimité de la iace SAB. Pour le pro- 
blème à résoudre, il suffit de conserver jkeide déterminer //c'- 
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Les autreâ côtés -de la section s'obtiennent très -rapidement, 
quel que soit le nombre des faces de la pyramide ; car si Ton 
prolonge bc, le point i appartient à Tintersection de PaP' et de 




la face SBG, or on connaît déjà le point k de cette face ^ donc 
il suffit de mener Imky puis nom, n étant sur le proloQgeipent 
de cd, et enfin par. Comme vérification il faut que jr et ae se 
coupent sur aP. 



Problème. i. .. -. 

154. Déterminer la section droite d*un prisme quelconque. 

Soit un prisme pentagonal dont les arêtes latérales soient pa->: 
rallèles au plan vertical. La section droite étant déterminée par 
un plan perpendiculaire aux arêtes , le plan PaP' sera perpendi- 
culaire au plan vertical, la section aura sa projection verticale 
sur âP'; ainsi f est déterminé directement et fait connaître /^ 
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q' fait çoimaître g, etc. La vraie grandeur FGHIJ de la section 




a été obtenue par le rabattement de PaP' sur le plan horizontal. 




i§^^ Développement, 11 faut porter sur une droite les côtés 
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du périmètre FHJ, puis prendre F^Xi égal à la yraie graadeur 
a'f, et B^Gi égal à b'g', etc. 

Remarque, Si le prisme avait une position quelconque par 
rapport aux plans de projection , on le projetterait sur un plan 
vertical auxiliaire perpendiculaire au plan de la section droite, 
et Ton opérerait comme précédemment [n<>» 150 et 154]. 

Problème. 

156. Déterminer la section d'un fnnsme pentagonal régu- 
lier reposant sur le plan horizontal par une de ses faces la- 
térales, ce prisme étant coupé par un plan quelconque. 

Mettons d'abord le prisme en projection. Soient cci et dd^ les 




arêtes latérales placées sur le plan H; prenons a?y perpendi- 
culaire aux lignes données, et construisons le pentagone régu- 
lier ABCDE; il représente, sur un plan auxiliaire, la projection 
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de la base; déterminons les projections horizontales bbi, eei, 
aai des arêtes latérales, puis les projections verticales corres- 
pondantes; en prenant Z'a' = LA, etc., e' et 6' doivent se trouver 
sur une parallèle h xy; c' et d' sont sur la ligne de terre. 

Si le prisme est coupé par le plan Pap',, on projette le solide 
sur un nouveau plan vertical déterminé par la perpendiculaire 
x"y'^ menée à Pa; on prend l\a\^=Va!, etc. c\ et d\ sont sur 
la nouvelle ligne de terre. 

Sur le plan Y", déterminé par x'^y", la section a sa projec- 
tion sur P'j ; donc m\ est un des points et fait connaître la pro- 
jection horizontale m; cette dernière, à son tour*, détermine m'; 
de même n\ donne n, puis on trouve w'; de o\ on déduit o et 
o', sur Parête menée par [e, e'). 

Remarques. I. Pour avoir la nouvelle trace P'i du plan 
donné , il suffit de mener une parallèle à la ligne ^'F, obtenue en 
rabattant [f, D- . 

II. Actuellement , on aurait pu traiter V intersection des po- 
lyèdres; mais cette question a été renvoyée au chapitre V de la 
deuxième partie [n^* 221 , 222 et 223]. 



EXERCICES SUR LA PREMIÈRE PARTIE 

Chapitre I. 

1. Lorsque les projectiens d'un point sont sur les projections d'une droite 
contenue danu un plan de profil, on ne peut pas affirmer directement que le 
point appartient à la droite. 

2. Sans recourir à un rabattement , comment reconnaître qu'un point appar- 
tient à une droite contenue dans un plan de profil et donnée par les projections 
de deux do ses points ? 

3. !• Deux droites perpendiculaires à xy en des points différents; 2« une per- 
pendiculaire à (cy et une oblique ; S» une oblique et un point ne peuvent être 
les projections d'une mûme droite. 

4. SI les projections d'une droite sur chaque plan do projection sont respecti- 
vement perpendiculaires aux traces de même nom d'un plan , la droite est per- 
pendiculaire au plan. 

i. 8ar une même perpendiculaire & ocy, tt à des distances égales de cette 
droite', on prend deux points; l'un est désigné par e, /, et l'autre par g, h!; les 
autres projections se trouvent sur xy : quelle figure forment les droites qui dans 
l'espace Joignent deux à deux les points correspondants? 

6.' Une droite est donnée par ses projections : déterminer les points de cette 
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^ ligne qnl appartiennent aux plans bisBecteorB des angles dièdres que forment 
les plans 'de projection. 

(a) La droite est horizontale. 

(b) La droite est quelconque. 

(c) La droite est perpendiculaire à l'un des plans de projection. 

(d) La droite appartient k un plan de profil. 

7. Dans quel cas une droite donnée par ses projections appartient -elle k 
l'un ^des plans bissecteurs ? 

8. C!omment reeonnatt-on , à l'inspection de ses projections, qu'une droite est 
parallèle À l'un des plans bissecteurs ? 

9. Ck)mment reconnalt-on qu'elle est perpendiculaire à l'un des plans blasec- 
teurs sans recourir au rabattement du plan de profil qui la contient? 

10. .Toute horizontale non parallèle à xy rencontre les deux plans bissecteurs. 

11. Dans quels cas, à la simple inspection de leurs traces, peut-on reoon- 
nattre que deux plans sont perpendiculaires l'un à l'autre ? 

12. Ck>mment reconnatt-on qu'une droite est située dans un plan déterminé 
par la ligne çle terre et un point donné par ses projections? 

18. Lorsque les projections d'une droite se trouvent sur les traces de mdme 
nom d'un plan quelconque, la droite n'appartient pas au plan. 

Quels sont les cas particuliers des plans tels que la droite dont les projections 
sont sur les traces de même nom du plan considéré appartient au plan ? 

14. Par rapport à un plan de projection , quelles positions faut-il donner à un 
triangle isocèle pour que les côtés ^aux aient des projections égales ? 

Déduire de cette étude les cas où la projection de la bissectrice d*un angle 
est la bissectrice des projections des côtés do l'angle. 

15. Sans recourir au rabattement, comment reconnaître que deux plans pa- 
rallèles à xy sont parallèles entre eux ? 

16. Deux droites situées dans deux plans parallèles sont parallèles lorsque 
deux projections de môme nom sont parallèles. 

17. Deux droites peuvent-elles avoir deux de leurs projections parallèles et 
les deux autres concourantes ? 

18. Les projections sur deux plans rectangulaires suffisent-elles dans tous les 
cas pour caractériser les figures de l'espace ? 

Que peuvent représenter deux carrés égaux ayant des côtés parallèles à aey 
et les autres compris entre les mêmes perpendiculaires à o^ f .un de ces carrés 
est sur le plan horizontal et l'autre sur le plan vertical. Que représentent deux 
cercles égaux dont les centres sont sur la même perpendiculaire kxyt 

19. Un point situé dans un plan perpendiculaire à un des plans de projec- 
tion n'est pas déterminé par sa projection de môme nom. 

30. Excepté pour un plan de profil , un point n'appartient pas à un plan lors- 
que ses projections sont sur les traces correspondantes du plan. 

Chapitre H, § 1 et 2. 

^l. Par un point donné mener une droite telle que ses deux traces soient' à 
' égale distance de xy. 

^2. Par un point donné mener une droite telle que sa trace verticale soit 
deux fols plus éloignée de xy que sa trace horizontale , et , plus généralement, 
mener une droite telle que le rapport des distances de ses traces à xy égale un 

rapport donné — . 
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' 33» Obeiràher les tractes d'un plan déterminé par deux, sécattt&s dont on ne 
yent avoir les traces. 

94' Déterminer les traces horisontales do deux plans, connaissant les traces 
verticales de ces plans et ces lignes sont parallèles; on connatt en outre un 
point de l'intersection des deux plans. 

25. On donne la projection horizontale d'un polygone plan et la seconde pro- 
jection de deux côtés adjacents : déterminer la projection verticale des antres 
côtés. 

26. Même problème pour une courbe plane dont on connaît la projection yer- 
ticale; on connatt en outre la projection horizontale de trois points de la courbe. 

37. Bésoudre le problème de Tintersectlon de deux plans dans la plupart des^ 
cas qui peuvent se présenter. 

En désignant comme il suit les cas qui peuvent se présenter : 
> a Plan de profil, - . . 

h Flan à deux traces concourantes quelconques, 

c. . Plan dont les traces en ligne droite se coupent obliquement sur xy, 

d i Plan perpendiculaire au plan horizontal , 

d' \ Plan perpendiculaire an plan vertical , 

e Plan à deux traces parallèles à xy, 
Plan horizontal , 
Plan parallèle au plan vertical , 

g Plan mené par xy et par un point donné , 

h Plan donné par deux droites parallèles ou concourantes autres que les 
traces, 
étudier les principales combinaisons que présentent ces plans pris deux & deux ; 
ainsi ah indique qu'on prend un plan de profil et un plan à traces concourantes 
queleonqnes; ae indique un plan de profil et un plan À traces en ligne droite; 
ad est l'intersection d'un plan de profil et d'un plan perpendiculaire au plan 
horizontal..., etc. 

Il est peu utile de considérer d'une manière spéciale d' et /, purce que leur 
intersection avec un des antres plans donne des résultats analogues à ceux que 
présentent d et /. Pottr faciliter les recherches, désignons par un numéro spé- 
cial la combinaison d'un plan donné avec chacun des autres. 

Plan de profil combiné avec chacun des autres plans. 

TJn premier plan a deux traoeiï concourantes quelconques. 

— a deux traces en ligne droite qui coupent xy oblique- 
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— est perpendiculaire au plan horizontal. 

— est parallèle à scy; il a deux traces. 

— est horizontal ou parallèle au plan vertical. 

— est donné par xy et par un point {g,g). 

84. Quelle disposition présentent les traces des plans qui se coupent : !<> sui- 
vant une droite contenue dans un plan de profil ; et comme cas particuliers de 
l'énoncé précédent : 

20 La droite est en outre dans un plan parallèle au plan bissecteur du pre- 
mier dièdre. 

8* La droite est dans le plan bissecteur du premier dièdre. 

4« La droite est dans nn plan parallèle au plan bissecteur du deuxième dièdre. 

(o La droite est dans le plan bissecteur du. deuxième dièdre. 
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' 85. Détermina le point où une droite perce un plan, âfuu lep cas partlcn- " 
' liers suivants: 

a La droite est quelconque; le plan est mené par xy et un point. 

& La drolto c»>t perpendiculaire au plan vertical; le plan est donné par xj^ 

et un point. 
6 La droite est située dans un plan de profil ; le plan est quelconque. 
d' La droite est perpendiculaire au plan horizontal; le plan a ses traces en 
ligne droite. 

86. Déterminer le point où trois plans se rencontrent. 

Ln ligne de plus grande pente d'un plan par rapport & un plah donné est nne 
droite située dans le premier plan et perpendiculaire à rintersectfon des deux 
plans. La ligne de plus grande pente d'un plan par rapport au plan horizontal 
est une droite contenue dans le plan donné et perpendiculaire à la trace hori- 
zontale de ce plan. Cette droite et sa projection horizontale étnnt perpendicu- 
laires & la trace horizontale, l'angle qu'elles forment entre elles mesure le dièdre 
que le plan donné fait avec le plan horizontal, i Géométrie, 843, 8él; Géomé' 
trie descriptive, 124.] 

87. Déterminer les traces d'un plan, connaissant les projections de la ligne de 
plus grande pente de ce plan par rapport au plan horizontal. 

38. Les traces de la ligne de plus grande pente d'un plan par rapport an 
plan horizontal étant hors des limites de Tépure, déterminei: néanmoins les 
traces du plan. 

39. Un plan est donné par ses traces, nn point Â de ce plan est donné par 
nne de ses projections; mener par ce point la ligne de plus grande pente par 
rapport au plan horizontal; déterminer la vraie grandeur de cette droite et 
l'angle qu'elle forme avec le plan horizontal. 

40. Déterminer les traces d'un plan, connaissant la projection horizontale de 
sa ligne de plus grande pente et l'angle dièdre que le plan forme avec le plan 
horizontaL 

41. Déterminer la projection verticale d'un point situé dans nn plan, lors- 
qu'on connaît la projection horizontale de ce point, la trace horizontale du 
plan et l'angle que ce plan fornie avec le plan horizontal. 

42. Môme problème, mais on connaît la projection verticale du point et l'on 
suppose que, par suite des dimensions de l'épure, 11 n'est pas possible de déter* 
miner la trace verticale du plan. 

43. Déterminer l'intersection de deux plans, chacun d'eux étant donné par 
sa ligne de plus grande pente relativement au plan horizontal. 

44. Trouver le point où une droite perce nn plan donné par sa ligne dé plus 
grande pente, sans recourir aux traces du plan. 

45. Par un point donné mener une droite qui en rencontre deux autres non 
situées dans le même plan. 

46. Mener nne droite qui rencontre deux droites données non situées dans le 
même plan , et qui soit parallèle à une troisième droite donnée. 

47. Mener par nn point donné une droite parallèle & nn plan donné et qui 
rencontre nne droite donnée. 

Chapitre H, § 3 et 4. 

48. Trouver la vraie grandeur d*une droite limitée : 

I* Lorsque les deux projections partent d'un môme point de la ligne de terre. 

2» Lorsque les projections se coupent au même point de la ligne de terre. 

' 8« Lorsque la droite est située dans le quatrième dièdre. 

4* Lorsqu'elle est située en partie dans deux dièdres différents. 



Digitized by VjOOQ IC 



1™ PABTIB. — £XfittGlCBS ' 9i 

49. TniiiTdr la '^ale grandeur 4'imo droite contenu^ daos le plan de preûl 
et connue : 

1» Par ees tracps ; 

20 Par deux de ses points; 

80 Par Vun de ses pointa et l'angle qn'elle fait avec Tnn des plans de pro- 
jection ; 

49 Par Tun de ses points et la distance de cette droite à la ligne de terre. 

fiO. Sur une droite limitée, donnée par ses projections, trouver an point : 
lo Également éloigné des estrémltés; 
2o Au tiers de la ligne; 

34 Dont les distances aux deux extrémités soient dans un rapport donné : — . 

n 

51. Joindre un point donné à un point de la ligne de terre, de manière que 
la droite comprise entre ces deux points ait une longueur donnée. 

62. On donne une circonférence sur le plan horizontal et un point sur le 
plan vertical : trouver sur la circonférence un point distant du point donné 
d'une longueur donnée. (Saint-Cyr.) 

63. Trouver la distance d'un point à un plan : 
1* Le plan est parallèle à xy; 

79 Le plan est détcrrainé par xy et un point ; 
30 Le plan à ses deux traces en ligne droite. 

54. Trouver la vraie distance d'un point donné : 

10 A la ligne de terre ; 

20 A une parallèle à la ligne de terre; 

8* A nne ligne sitnée dans le plan vertical ; 

4» A une horizontale quelconque. 

66. Étant données deux droites perpendiculaires an plan horizontal et un point 
sur l'une d'elles, trouver sur l'autre un point distant du premier d'une longueur 
donnée. (Saint-Cyr.) 

66. Une droite limitée à gea denx traces étant donnée, mener un plan per- 
pendiculaire à cette ligne au point qui est an tiers de sa longueur & partir de 
sa trace horizontale. 

67. 10 Déterminer la plus courte distance d'un des plans bissecteurs des dièdres 
formés par les plans de projection, et d'une droite parallèle à ce plan bissecteur. 

20 D'une manière générale trouver la distance d'une droite à un plan qui lui 
est parallèle. 

68. 10 Sur nne droite donnée trouver un point dont l'ordonnée wAi double 
de l'éloignement [no 14]. 

20 Même problème lorsque le point doit appartenir & un plan donné. 
30 Quel est le lien des points du plan dont l'ordonnée et l'éloignement sont 
entre eux dans un rapport donné ? 

69. Trouver la distance d'un point donné de la ligne de terre à une droite 
donnée. 

60. Déterminer la plus courte distance de la ligne de terre à une droite 
quelconque. 

61. Par un point pris dans un plan donné, on mène une suite de droites de 
longueur constante r; pour quelles positions de la droite obtiendra- t-on la pro- 
jection horizontale lo la plus longue, 2« la plus courte. Questions analogues 
t>our l'autre projection. 

62. Homes données. Pour quelles positions de la droite les deux projections 
seront-elles égales entre elles? 
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6 S. Par la Itgne de ferre tnener nn plan parallëlô à une droite doîméé et 
âétormlner l'angle que fait ce plan avec le plan horizontal. 

6l. Par la ligne de terre mener nn plan perpendicnlaire à nn plan donné. . 

65. Par nn point donné mener nn plan parallèle à nn plan : 
]o Dont les traces sont parallèles k xy; 

20 JDont les traces sont en ligne droite ; 

30 A nn plan déterminé par denx droites conconrantes ; 

40 A nn plan déterminé par denx parallèles, et sans reconrir ans traces. 

66. Par la droite qni a pour projections les traces d'un plan donné , abaisser 
nn plan perpendiculaire sur ce plan, et déterminer rintersection des deux plans. 

67. Par nne droite donnée mener nn plan perpendiculaire à nn plan déter- 
miné par la ligne de terre et un point. Trouver l'intersection des denx plans. 

68. Placer dans un plan donné nne droite parallèle au plan horizontal on an 
plan vertical , à nne distance assignée de l'un on l'antre de ces plans. 

69. Mener un plan parallèle à nn plan donné et distant de ce plan d'une 
longueur donnée. 

70. Trouver sur la ligne de terre nn point distant d'nne quantité donnée l d*nn 
plan donné. 

71. Généraliser le problème précédent: la droite donnée est quelconque, ou 
même on a une ligne quelconque donnée par ses projections. 

72. On donne la trace horizontale d'un plan perpendicnlaire an plan vertical , 
nn point de l'espace , et la distance de ce point au plan : déterminer la tra(% 
verticale du plan. (Saint-Cyr.) 

73. Par un point donné mener un plan qui passe à égale distance de denx 
points donnés. 

74. Par nn point donné mener nn plan qui passe à égale distance de trois 
points donnés. 

7^. Par trois points donnés mener trois plans parallèles et équidistants. 

76. Par deux points et une droite donnés faire passer trois plans parallèles 
et équidistants. 

77. Par quatre points quelconques de l'espace faire passer quatre plans parai' 
lèles et équidistants; combien peut- on a.Y(Ar de solutions? 

78. Mener un plan équidistant de deux droites non situées dans le même 
plan. 

79. Étant donnés trois points et un plan , trouver un point du plan qui soit 
à égale distance des points donnés. 

80. Sur une droite donnée trouver un point également éloigné de deux points 
donnés. 

81. Trouver un point également éloigné de quatre points donnés. [Voir Bzer- 
cice 249. ] 

Chapitre III» — Méthodes diverses. 

82. On donne la trace horizontale d'un plan , les projections d'un point et la 
distance de ce point au plan : déterminer l'autre trace du plan. 

83. Étant donnés denx points et un plan, trouver snr ce plan un point tel 
qu'en le joignant aux deux premiers on ait nn triangle équilatéral. 

84. Déterminer, sur nn plan quelconque , nn point qui soit à une distance l 
d'un autre point du plan et à une distance l^ d'un point donné de l'c 
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86. On âoDfie denz points et une droite non sitnés dans un même plan, trouver 
le chemin minimum qui joint les deux points en rencontrant la droite. 

86. Deux points et une droite horizontale non situés dans le même plan étant 
donnés, trouver sur la droite un point dont la différence des distances à chacun 
des points donnés soit maximum. 

87. Faire tourner, d'un angle donné , une droite autour d'une horizontale. 

88. Faire tourner, d'un angle donné , un plan autour d'une horizontale quel' 
conque par rapport & ce plan, ou autour d'une parallèle an plan vertical , mais 
non située dans le plan donné. 

89. Faire tourner, d'un «ngle donné, une droite autour d'une autre droite 
quelconque. 

90. Trouver la plus courte distance de deux droites quelconques , à l'aide de 
deux rotations, de deux changements de plan, ou en combinant les deux mé- 
thodes. 

Les questions relative^ aux angles, aux vraies grandeurs, etc., sont une appli- 
cation continuelle des méthodes du chapitre III. 

Chapitre IV. — Angles. 

91. Trouver l'angle de deux droites sécantes, l'une d'elles étant dans un plan 
de profil et l'autre étant : l» quelconque ; 2» parallèle à l'un des plans, de pro- 
jection ; 30 parallèle à la ligne de terre. 

92. Trouver l'angle de deux droite^ non sécantes, chacune d'elles étant paral- 
lèle à l'un des plans de projection. 

93. Connaissant les traces et les projections horizontales de deux sécantes, 
ainsi que la vraie grandeur de l'angle qu'elles forment, trouver les projections 
verticales de ces droites. r* 

.94. Connaissant la projection horizontale d'une droite, les projections d'un 
de ses points, et l'angle qu'elle fait avec le plan horizontal, trouver la projec^ 
tion verticale de cette droite. (Saint-Cyr.) 

95. Par un point situé dans un plan mener une droite qui coupe une droite 
donnée de ce plan sous un angle donné. 

96. Un point étant donné, mener par ce point une droite qui rencontre le 
plan horizontal sous un angle donné , et telle que sa trace horizontale soit deux 
fols plus éloignée de la ligne de terre que ne Test la trace verticale. 

97. Étant donnés un point et un plan parallèle à la ligne de terre, faire passer 
par le point donné un nouveau plan parallèle à xy, mais incliné sur le premier 
d'un dièdre donné. 

98. Par une droite tracée sur le plan vertical, faire passer un plan tel que 
l'angle de ses traces ait une valeur donnée. 

99. Déterminer l'angle que forme un plan avec la ligne de terre. 

100. Déterminer la trace verticale d'un plan , connaissant la trace horizontale 
et l'angle que ce plan forme avec xy, 

101. Déterminer la trace verticale d'un plan dont on connaît la trace hori- 
zontale et la distance d'un point donné de la ligne de terre à ce plan. 

102. Déterminer les traces d'un plan , connaissant la distancé d'un point donné 
de la ligne de terre à ce plan ; l'angle que ce plan forme avec le plan horizon- 
tal et un point de l'une des traces. 

108. Trouver l'angle d'un plan quelconque avec le plan de profil. 
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. 104. Déterminer la trace verticale d'un plan , connaissant la trace horisontale 
et l'angle qu'il forme avec l'un des plans do projection. 

106. !• Trouver les angles d'an plan avec chaque plan de projection , lorsque 
les traces du plan sont en ligne droite ou sont rabattues l'une sur l'antre. 

2o Déterminer L'angle des traces de ce plan. 

106. Par un point pris sur xy mener un plan tel que ses traces soient en 
ligne droite et fassent entre elles dans l'espace un angle donné. 

107. Par une droite contenue dans un plan mener un second plan qui ren- 
contre le premier sous un angle donné. 

108. Mener la bissectrice de l'angle formé par une perpendiculaire au plan 
vertical et par une droite dont les projections font des angles de 40« avec la 
ligne de terre. 

109. Par un point pris dans un plan donné mener dans ce plan une droite 
qui coupe le plan horizontal sous un angle donné. 

110. Par une droite donnée mener un plan qui rencontre le plan horizontal 
sous un angle donné. 

111. Mener le plan bissecteur du dièdre que forment deuz plans donnés. 

113. Par un point donné mener un plan qni coupe chaque plan de projection 
sous un môme angle donné. 

118. Par un point donné mener un plan également incliné sur chaque plan 
de projection , et tel que l'angle des traces ait une valeur donnée. 

114. Une droite limitée, située sur le plan vertical, a une do ses extrémités 
sur xy. Par cette droite mener un plan tel que l'aire du triangle compris entra 
les traces et le plan de profil mené par la seconde extrémité de la ligne donnée 
ait une valeur donnée. 

116. Par une droite donnée , mais quelconque par rapport aux plans de pro- 
jection, faire passer un plan tel que l'angle de sa trace horizontale et de la ligne 
donnée ait une grandeur donnée. 

116. Mener le plan bissecteur de chaque dièdre formé par un plan avec lea 
plans de projection, et déterminer les projections de l'intersection de ces deux 
plans bissecteurs. 

117. Trouver les points équidistants des trois faces du trlèdre tri-rectangle 
déterminé par les plans de projection et un plan du profil , et déterminer sur 
chaque face le lieu géométrique des projections des points équidistants. 

Chapitre IV, § 2. — Trièdres. 

118. Construire un trlèdre rectangle, connaissant une des faces du dièdre 
droit et le dièdre opposé à la face connue. 

119. Sur un des plans de projection on donne deux droites concourantes : 
déterminer les projections d'un point de l'espace , connaissant sa distance à cha- 
cune de ces droites, et faire connaître les angles que forme avec chaque ligne 
donnée la droite qui joint le point demandé au point de concours des deux 
premières. ^ 

120. Déterminer l'angle dièdre du tétraèdre régulier. 

121. Déterminer l'angle dièdre de l'octaèdre régulier, ainsi que l'angle d'incli- 
naison d'une face sur le plan mené par l'extrémité de trois arêtes partant du 
même sommet. 

123. Mêmes questions pour le dodécaèdre régulier. 
128. — pour l'icosaèdre régulier. 
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124. B^SDndre directement le cinquième cas dé l'angle triëdro : on connaît 
deux dièdres et la face opposée à l'un d'eux. 

129. On connaît la base d'une pyramide pentagonale régulière , ainsi que le 
dièdre que forment entre elles les faces latérales : déterminer la grandeur des 
faoea latérale» de la pyramide ainsi que leur inclinaison sur le plan de la base. 
'126. Mener un plan qui oonpe un dièdre donné, de manière que le trièdre 
obtenu ait deux faces égales , et que la face interceptée sur le plan demandé ait 
nue grandeur angulaire donnée. 

127. Déterminer l'intersection des plans bissecteurs des trois dièdres formés 
par le plan horizontal et deux antres plans. 

128. Déterminer l'intersection des plans bissecteurs des angles dièdres qui 
correspondent aux arêtes latérales d'une pyramide triangulaire dont la base est 
sur le plan horizontal. [ Voir Exercice 2&0. ] 

129. Un triangle acutangle est donné sur le plan horizontal : déterminer un 
point de l'espace tel qu'en le joignant aux trois sommets du triangle, on obtienne 
nn trièdre tri-rectangle. 

180. On donne les deux projections du sommet d'un trièdre tri -rectangle 
ainsi que la direction de la projection horizontale de chaque arête : déterminer 
les projections yerticales de ces arêtes. 

' Ghapîtire V, § 1. — • Figures planes. 

181. Déterminer les projections d'un cercle dont le centre et le rayon sont 
donnés ; le plan du cercle doit être perpendiculaire à la droite qui projette le 
centre snr la ligne de terre. 

18l. Déterminer les projections d'un cercle situé dans un plan parallèle à iJDJf 
et tangent à chaque plan de projection. # 

183. Étant donné le côté d'un hexagone régulier rabattu sur le plan horizon- 
tal , déterminer les projections des sommets , connaissant le rabattjement PaP*! 
de la partie angulaire du plan qui le contient. 

181. Dans un plan on mène une droite qui rencontre les deux traces de ce 
plan : déterminer les projections du cercle inscrit dans le triangle formé par 
les deux traces et la ligne qui les coupe. 

185. Déterminer les projections d'un carré, connaissant les deux projections 
de l'un des côtés et la direction de la projection horizontale de l'un des côtés 
adjacents. 

1S6. Même énoncé, mais on connaît la droite snr laquelle se trouve la pro- 
jection horizontale du côté opposé au premier. 

137. Déterminer les projections d'un carré, connaissant celles d'un côté et 
rinclinaison sur le pjan horizontal du plan de ce carré. 

138. Déterminer les projections d'un triangle équilatéral , connaissant les deux 
projections d'un côté et la direction de la projection horizontale d'un autre 
côté. 

§ 2. — Construction des surfaces. 

189. Déterminer les projections et le développement d'nn tétraèdre régulier. 

140. Même question pour l'octaèdre régulier ; une des arêtes doit être perpen- 
diculaire au plan horizontal. 

141. Même question pour le dodécaèdre régulier reposant sur le plan hori- 
zontal et dont un des côtés dn pentagone inférieur est parallèle & xp. 
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l 142. M^me question pour ricesftèdm ayant une diagonale perpendlcnlaire 
an plan horizontal. 

148. Gonatrnirç un tétraèdre régaller» connaissant les projections d'im côté et 
ia ligne de plus grande pente de la face qui le contient. 
' 144. Déterminer la longueur de la diagonale d'un parallélipipède rectangle 
et l'angle qu'elle forme avec chaque ardte , connaissant la longueur de chaque 
arête. 

145. On donne trois droites illimitées non concourantes deux à denl, une yer- 
ticale et deux horizontales dont les projections horizontales sont perpendicu- 
laires l'une à l'autre : construire un parallélipipède rectangle ayant une arête 
sur chacune de ces droites, et déterminer la vraie longueur de la diagonale. 

146. Étant données les directions des projections de trois arêtes contlguês 
d'un parallélipipède, ainsi que la longueur de ces arêtes, construire les projec- 
tions du parallélipipède. 

147. Ck>n8trnire un parallélipipède , connaissant le milieu de quatre arêtes. 

148. Représenter les projections d'un cube en le supposant suspendn par un 
de ses sommets, de manière que la diagonale correspondante soit perpendicu- 
laire an plan horizontal. 

149. Déterminer les projections d'un parallélipipède rectangle, connaissant 
un sommet, la projection horizontale d'une arête, et les directions des projec- 
tions horizontales des deux autres arêtes qui aboutissent au sommet donné. 

150. Déterminer les projections d'un parallélipipède rectangle, connaissant 
une arête, la projection horizontale d'une arête adjacente et la longueur de 
la troisième arête. 

151. Étant données les deux projections d'une arête d'un cube, ainsi que la 
direction de la projection horizontale d'une secondé arête contiguë à 1a pre- 
i^ière , déterminer les projections de ce cube. 

/ 152. Étant données le& projections horizontales de deux arêtes adjacentes 
d'un cube, ainsi que la projection verticale du sommet auquel ces lignes abou; 
tissent, déterminer les projections de ce cube (il faut résoudre préalablement 
l'exercice 166), 

§ 3. — Seotionf planes, développement. 

158. Étant donné un parallélipipède droit à base rectangulaire, le couper 
par un plan tel que la section soit un carré. 

1» Le plan doit passer par un point donné sur une arête. 
2» — par un point donné de l'espace. 

154. Couper un cube par un plan qui passe par le milieu de trois arêtes 
non contiguës et non parallèles deux à deux , et déterminer la vraie grandeur 
de la section. 

155. On donne un point sur l'arête d'un tétraèdre quelconque : on demande 
les projections du chemin minimum qu'il faut suivre sur les faces pour revenir 
au point de départ. 

166. On donne une pyramide triangulaire régulière : quelle est la ligne brisée 
minimum qui, partant d'un sommet de la base, viendrait se terminer à un point 
donné snr l'arête correspondante après avoir rencontré deux fois chaque arête 
latérale intermédiaire. . . 

157. L'Intersection de deux plans donnés rencontre la ligne de terre et elle 
est située dans le premier xlièdre : on demande la ligne brisée parcourue par un 
point qui, partant de la trace verticale la plus élevée, se meut.suivant la ligne 



Digitized by VjOOQ IC 



\^* PARTIE. — EXERCICES 97 

f 
de pInB grande pente de chaque plan pour arHyer à la trace horizontale la 
pIoB éloignée de xy. 

168. Même énoncé pour les denz plans, mais on demande la ligne brisée la 
plas courte pour aller, d'un point situé sur le plan vertical , à un point du plan 
horizontal ; chaque partie de la ligne brisée devant être sur un des plans donnés 
OQ sur un des plans de projection. 

159. Far un point donné mener un plan qui coupe les trois faces latérales 
d'une pyramide triangulaire sous des angles égaux. 

160. Par un point donné mener un plan qui coupe les trois arêtes d'une 
pyramide triangulaire sous le même angle. 

161. Par un point donné mener un plan qui coupe trois droites données non 
concourantes deux à deux , sous le même angle. 

162. Par un point pris sur l'arête d'une pyramide triangulaire quelconque, 
fairo passer un plan sécant donnant pour section un triangle isocèle , la lon- 
gueur des cdtés égaux étant donnée. 

168. Couper une pyramide triangulaire quelconque par un plan tel que la 
section soit un triangle isocèle dont la base ait une longueur donnée et soit 
parallèle à une droite située sur une des faces de la pyramide. 

164. Couper une pyramide quadrangulaire quelconque par un plan, de ma- 
nière que la section soit un parallélogramme. 

160. Un paralléliplpède droit a pour base un parallélogramme quelconque: 
couper ce paralléliplpède par un plan, de manière que la section soit un carré. 
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CHAPITRE I 

DES SURFACES EN GÉNÉRAL 



§ I. — CLASSIFICATION DES SURFACES 

157. La géométrie descriptive permet de représenter toutes 
les surfaces que Ton peut rigoureusement définir. Les autres 
surfaces , par exemple celles d'un terrain , sont remplacées , dans 
les applications ,' par des surfaces conventionnelles qui s'en rap- 
prochent autant que possible [Arpentage, 178 et 203] ;'par suite, 
il suffit de s'occuper des surfaces susceptibles d'une définition 
géométrique. 

Toute surface peut être engendrée par une ligne qui se meut 
suivant une loi donnée. 

On nomme génératrice la ligne qui engendre une surface. 
Dans un grand nombre de cas , la génératrice est assujettie dans 
son mouvement à glisser sur une ou plusieurs autres lignes 
nommées direclriceSr 

158. Glassîfioatîon. On distingue deux classes de surfaces géo- 
métriques : les surfaces réglées et les surfaces non réglées. 
On considère aussi d'une manière spéciale les surfaces de ré- 
volution, c'est-à-dire celles qu'on obtient par la rotation com- 
plète d'une ligne autour d'un axe , bien que chaque surface de 
révolution rentre dans une des deux classes précédentes. 

Surfaces réglées. Les surfaces réglées sont des surfaces qui 
peuvent être engendrées par une ligne droite. Exemple: cy- 
lindre, cône, hélicoïde. [Géométrie, no8 421, 435, 6U.] 

Surfaces non réglées. Les surfaces non réglées sont des sur- 
faces qui ne peuvent être engendrées par une ligne droite. 
Exemple: sphère, paraboloïde elliptique. [Géométrie, 453, 636.] 
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Les surfaces réglées se divisent en deux groupes : les surfaces 
développables et les, surfaces, gauches. 

159. Les surfaces développables sont des surfaces qui peu- ' 
vent s'étendre sur un plan sans déchirure ni duplicature. Pour 
qu'une surface soit développable , il faut que les génératrices 
soient deux à deux dans un même plan, c'est-à-dire soient pa- 
rallèles ou concourantes. 

lo Surface cylindrique ou cylindre, La surface cylindrique 
est engendrée par une droite qui se meut parallèlement à elle- 
même en glissant le long d'une directrice, [Géométrie, 421 .] 

Lç plan peut être considéré comme une variété de la surface 
cylindrique; il correspond au cas où la génératrice est recti- 
ligne. 

Le cylindre est de révolution lorsque la directrice est une cir- 
conférence et que la génératrice est perpendiculaire au plan de 
cette circonférence. 

2<* Surface conique ou cône. La surface conique est engen- 
drée par une droite qui passe constamment par un point donné 
en glissant le long d'une directrice. La génératrice étant illi- 
naitée, la surface engendrée se compose de deux parties nom- 
mées nappes; le point fixe est le sommet de la surface. [Géomé- 
trie, 435.] 

Le plan peut être considéré comme une variété de la surface 
conique ; il correspond au cas où la directrice est rectiligne. 

Le cylindre est un cas particulier du cône; il suffit de consi- 
dérer le point fixe comme situé à l'infini. 

Le cône est de révolution lorsque la directrice est circulaire 
et que le sommet se trouve sur la perpendiculaire élevée au plan 
de la directrice par le centre de la circonférence. Dans les appli- 
cations , le cône de révolution est souvent considéré comme en- 
gendré par une droite qui rencontre l'axe sous un angle con- 
stant. 

3® La troisième espèce de surface développable est la surface 
engendrée par une droite qui reste constamment tangente à une 
ligne à double courbure, c'est-à-dire à une courbe dont tous les 
éléments ne sont pas dans un même plan. Exemple : Thélicoïde 
développable. [Géométrie, 614.] 

Le cylindre a toutes les génératrices parallèles entre elles; 
dans le cône toutes les génératrices passent par un même point; 
la troisième espèce est caractérisée par des génératrices qui se 
coupent deux à deux en des points différents. 
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160. SiJt/r faces gauches. Les surfaces gauches sont des sur- 
faces réglées non développables ; on peut citer : le paraboloïde 

, hyperbolique [Géométrie, 635, 636], Je conoïde [Géométrie, 
680] , Vhyperboloïde à une nappe [Géométrie, 635, appendice, 
exercice 4 ] ; cette dernière surface peut être de révolution. 

161. Surfaoei de rérolotîon. On nomme surface de révolution 
la surface engendrée par la rotation d'une ligne quelconque* au- 
tour d'un axe avec lequel elle est invariablement liée. • 

La géométrie élémentaire traite du cylindre, du cône de ré- 
volution [418, 433] et de la sphère [453]; elle donne aussi la 
définition de Tellipsoïde à deux axes égaux [534], des hyperbo- 
loïdes [562] et du paraboloïde elliptique [593]. 

Le tore est la surface engendrée par la rotation d'un cercle au- 
tour d'un axe situé dans son plan, et qui ne coupe point ce 
cercle. Dans les surfaces de révolution chaque point de la géné- 
ratrice décrit une circonférence dont le plan est perpendiculaire 
à l'axe , et par suite tout plan perpendiculaire à cet axe coupe la 
surface suivant un cercle. 

On nomme méridien la section obtenue 
par un plan passant par l'axe ; les méridiens 
sont égaux ; la rotation complète de la moi- 
tié GAC de l'un d'eux suffit pour engendrer 
la surface. 

Lorsque l'axe est vertical , on nomme mé- 
ridien principal le méridien •ACA'C paral- 
lèle au plan vertical. 

On appelle parallèle tout cercle a6a'6' dé- 
terminé par un plan perpendiculaire à l'axe ; 
les parallèles se projettent en vraie grandeur sur le plan hori- 
zontal. 

La tangente a< au méridien par un point donné a est plus ou 
moins inclinée, par rapport à l'axe, suivant le parallèle considéré ; 
elle est parallèle à cet axe aux sommets A et A' ; dans ce cas , 
on nomme équateur le plus grand parallèle obtenu, et on appelle 
collier ou cercle de gorge le plus petit parallèle. L'ellipsoïde de 
révolution, la sphère, ont un équateur; l'hyperboloïde de révo- 
lution à une nappe a un collier; le tore a un équateur et un col- 
lier ; l'hyperboloïde à deux nappes , le paraboloïde de révolution , 
le cône, n'ont ni équateur ni cercle de gorge. 
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§ II. — PLANS TANGENTS 

Le plan tangent en un point donné d'une surface courbe est 
le lieu géométrique des tangentes menées en ce point aux di- 
verses lignes tracées sur la surface par le point considéré. 

Théorème* 

162. D'une manière générale , les tangentes menées à une 
surface par Vun de ses points, se trouvent dans un même 
plan, qui est le plan tangent. 

En efiTet, soient deux courbes quelconques 
AB, AC, tracées sur la surface donnée, et une 
troisième courbe BC qui rencontre les deux 
autres; on peut considérer la surface comme 
engendrée par la génératrice curviligne BC, 
assujettie à s'appuyer constamment sur les 
directrices AB et AC, la génératrice devant 
se rapprocher du point A ; or, lorsque les arcs 
sont très -petits, ils peuvent être regardés 
conime les limites vers lesquelles tendent les 
cordes AB, AC, BC, situées dans un même plan; mais les 
deux premières lignes ont pour position limite les tangentes 
AB', AC, tjandis que la troisième, toujours située dans leur plan, 
a pour limite la tangente AD' menée à la courbe bc, position 
extrême de la génératrice BC; donc les tangentes à trois courbes 
quelconques tracées sur la surface par un point A sont situées 
dans un même plan. C. Q. F, D, 

Remarque, Il n'y a d'exception qu'aux points singuliers que 
présentent certaines surfaces; ainsi le lieu des tangentes me- 
nées au cône par le sommet n'est autre que la surface convexe 
de ce cône. 

Lorsque la génératrice d'une surface de révolution rencontre 
l'axe sous un angle aigu, le lieu des tangentes au point où l'axe 
rencontre la surface est un cône ; mais lorsque l'axe est normal 
à la génératrice on retombe dans le cas général : le lieu des tan- 
gentes est un plan. 

163. SooUet. I. Pour mener le plan tangent à une surface en 
un point donné, il suffit de chercher le plaj des tangentes à 
deux lignes menées par ce point sur la surface. 
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IL Lorsque la surface est réglée, le plan tangent en un point, 
donné contient la génératrice rectiligne menée par ce point, car 
la tangente en ce point à la ligne considérée n'est autre que la 
droite elle-même. 

Théorème. 

464. Le plan tangent en un point donné d'une surface dé- 
' vehppable est tangent à la surface en chaque point de la gé- 
nératrice rectiligne menée par le point donné. 

En effet, considérons une surface déve- 
loppable, un cône, par exemple, le plan 
tangent à la surface au point M doit conte- 
nir la génératrice SM [n»163, II] et la tan- 
gente à la section P [n^ 162]; il peut donc 
être considéré comme la limite des posi- 
tions que prend un plan P mené par éenx 
génératrices voisines SM , SN , qui se rap- 
prochent indéfiniment. Ce plan contient la 
sécante MN, qui à la limite devient tangente 
à la section P au point M. Un raisonne- 
ment analogue conduirait au même résultat 
s'il s'agissait de déterminer le plan tangent en un point quel- 
conque m de la même génératrice ; car la sécante mn est dans 
le plan SMN; donc le plan tangent au point M est tangent au 
cône en chaque point de la génératrice SM. 

165. Remarques. L Le théorème est démontré pour le cy- 
lindre, puisque cette surface n'est qu'un cas particulier du 
cône; il l'est aussi pour toute surface développable , puisque 
deux génératrices infiniment rapprochées sont dans un même 
plan , et' que le plan tangent en un point quelconque d'une gé- 
nératrice est la limite des positions qui prend le plan mené par 
deux génératrices voisines. 

II. Lorsqu'on coupe une surface développable et son plan tan- 
gent par un plan quelconque p, l'intersection pm du plan tan- 
gent est tangente à la section déterminée; car la tangente est la 
limite des positions que prend la sécante mn menée par deux 
points infiniment rapprochés. [Géométrie, 502.] 

III. La tangente à une section plane en un point donné est 
l'intersection du plan tangent au point considéré et du plan sé- 
cant qui détermine la section. 
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, Théorème. 

166. Lorsqu'on projette une courbe et sa tangente sur un 
plan non perpendiculaire à la droite, la projection de la 
tangente est tangente à la projection de la courbe. 

En effet, les projetantes de la courbe ABC et 
celles de la tangente BD forment un cylindre et 
un plan qui sont tangents suivant la projetante 
B6; donc [n^ 164 et id., IH] la trace du plan, 
c'est-à-dire la projection de la tangente BD ou 
hd est tangente à la courbe abc. 

Le plan tangent à une surface réglée non dé- ''^''^^'^i.,,,.--^^ 
veloppable n ^jst tangent qu'au point considéré , «^ 

bien qu'il contienne la génératrice rectiligne menée par ce 
point. 

167. Règle pratique. Pour mener le plan tangent en un point 
d'une surface réglée, on détermine la génératrice rectiligne qui 
passe par ce point , puis deux cas peuvent se présenter : 1*> Si 
la surface est développable, on mène une tangente à une courbe 
quelconque de la surface au point où la génératrice de contact 
rencontre cette courbe. 2® Si la surface est gauche, on mène 
une tangente à une courbe tracée par lé point donné : dans 
chaque cas, le plan déterminé par la tangente et la génératrice 
est le plan tang(înt demandé. 

La normale à une surface courbe en un point donné A est la 
perpendiculaire menée en ce point au plan tangent à la surface 
au point A. ' * 

Théorème. 

168. Lorsque deux surfaces se coupent, la tangente en un 
point donné de la courbe d'intersection : 

1° Est l'intersection des plaiis tangents à chaque surface 
au point considéré; 

2° Elle est perpendiculaire au plan des normales menées 
par ce point à chaque surface. 

En effet : 1® La courbe d'intersection appartient à chaque sur- 
face ; donc la tangente à cette courbe doit se trouver dans chacun 
des plans tangents [n<» 162]; donc la tangente est l'intersection 
des deux plans tangents aux surfaces données au point con- 
sidéré. 

2« Chaque plan langent est perpendiculaire à la normale cor- 
, respondante du point de contacl ; donc la tangente qui est l'in- 
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tersection de ces plans se trouve perpendiculaire au plan déter- 
miné par les deux normales. 

Théorème. 

169. Le plan tangent à une surface de révolution est per- 
pendiculaire au plan méridien du point 
de contact. 

Soit A le point de contact ; traçons le 
parallèle et le méridien de ce point, ainsi 
que les tangentes AM , AN à ces courbes ; 
le plan tangent est déterminé par ces droites 
[nûl67] ; or AM est perpendiculaire au rayon 
A delà circonférence, et ce rayon se trouve 
dans le plan du méridien ; donc le plan tan- 
gent contenant AM est perpendiculaire au 
plan de ce méridien. 

Théorème. 

170. La normale à une surface de révolution rencontre 
l'axe de cette surface. 

Dans le plan du méridien , la perpendi- 
culaire AG à la tangente AN rencontre 
Taxe , et cette ligne AG est la normale de 
la surface de révolution , car elle est per- 
pendiculaire au plan tangent , puisqu'elle 
est perpendiculaire à la tangente A^ par 
construction , et à la tangente AM en vertu 
du théorème des trois perpendiculaires; car 
OG est perpendiculaire au plan»CAB, et, 
dans ce plan, AO est perpendiculaire à AM ; 
donc la normale AG en un point quelconque A rencontre Taxe EF. 

Théorème. 
171. Les plans tangents dont les points 
de contact sont sur un même parallèle 
coupent Vaxe au même point, et les lignes 
3 joignant ce point aux divers points de 
contact sont les génératrices d*un cône 
circonscrit à la surface de révolution. 

Soit F le point où le plan tangent au 
point A rencontre Taxe, AF est tangente au 
méridien DAE, et la perpendiculaire AG 
est normale à la surface. Dans la rotation 
de la figure contenue dans le plan méri- 
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dîen, la courbe DAE engendre la surface; le point A, extrémité 
de la normale, décrit le parallèle CAB; la tangente AF reste 
contenue dans le plan tangent et engendre un cône circonscrit ; 
donc fes plans tangents rencontrent Taxe au môme point F, etc. 

GoroUaîre. Les normales relatives à un môme parallèle CAB 
rencontrent Taxe au même point G. 

Théorème. 

172. Les plans tangents dont les points de contact sont sur 
un même méridien déterminent un cy^ 
lindre circonscrit à la surface de révo- 
lution. 

Les plans tangents aiix divers points d'un 
môme méridien contiennent une tangente 
telle que AM perpendiculaire au plan du 
naéridien ; ces divers plans sont perpendi- 
culaires à ce méridien, et les tangentes 
telles que AM sont les génératrices d'un 
cylindre circonscrit à la surface de révolu- 
tion suivant le méridien donné. 

173. Scolîe général. Des théorèmes précédents il résulte que 
le plan tangent à une surface de révolution en un point donne 
A peut être considéré sous les trois aspects suivants : 

1® Le plan tangent est perpendiculaire à la normale AG me- 
née par ce point ; 

2** Il est tangent au cône circonscrit à la surface suivant le 
parallèle CAB mené par ce point, et dont AF est la génératrice 
de contact ; 

3« Il est en outre tangent suivant le méridien DAE au cylindre 
circonscrit , et dont AM est la génératrice de contact. 

Théorème. 

174. 1® Tous les plans tangents à un cône de révolution 
sont également inclinés sur les plans perpendiculaires à Vaœe 
de ce cône; 

2° Un plan tangent à un cône de révolution est tangent 
à une sphère de rayon quelconque inscrite dans ce cône. 

En eflTet : !<> Soit un plan P tangent suivant une génératrice 
quelconque, SC; tout plan perpendiculaire à Taxe SD coupe le 
pian et le cône suivant une droite MN et une circonférence ACB, 
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qui sont tangentes [n® 164] ; par suite MN est perpendiculaire au 
Fayon CD; et à la génératrice CS en vertu du théorème des 
trois perpendiculaires [Géométrie , 301); ainsi Tangle constant 
DCS mesure Tinclinaison du plan tangent sur le. plan AGBJ donc 
tous les plans tangents sont également inclinés , etc. 

2o Inscrivons une sphère quelconque dans le cône, la ligné de 
contact EGF est un cercle dont le plan est perpendiculaire à 
Taxe du cône ; par suite on peut considérer le cône donné comme 
étant circonscrit à la sphère suivant le parallèle EGF; donc 
[vfi 171 et 173, 20] le plan dont CS est la génératrice de contact 
est tangent à la sphère au point G du parallèle EGF. 

Remarque, Suivant le cas, on pourra substituer à la sphère 
un cône circonscrit [n» 197] , ou réciproquement, pour mener un 
plan tangent à un cône de révolution, on pourra mener par le 
sommet S un plan tangent à une sphère inscrite. [Exercices, 
251, 252, etc.] 



§ III. — CONTOUR APPARENT 



175. Le contour apparent d'une surface par rapport à un 
point donné est le lieu géométrique des points de contact des 
plans tangents menés à cette surface par rœil de l'observateur 
supposé placé au point donné. 

On appelle cône circonscrit à une surface le cône formé en 
joignant le point donné à chacun des points de contact des plans 
tangents ; le contour apparent peut donc être considéré comme 
la ligne de contact de la surface donnée et du cône circon- 
scrit. 

Le contour apparent change avec la position de l'observateur ^ 
aussi , en géométrie descriptive , on suppose que l'œil est infi- 
niment éloigné de la surface; par suite, les rayons visuels sont 
considérés comme parallèles. 

Le contour apparent d'une surface par rapport à une direc- 
tion donnée est le lieu géométrique des points de contact des 
plans tangents menés à cette surface parallèlement à la direc- 
tion donnée. 

On appelle cylindre circonscrit à une surface le cylindre 
formé par les droites menées par chaque point de contact pa- 
rallèlement à la direction donnée ; le contour apparent est donc 
la ligne de contact de la surface et du cylindre circonscrit. 
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176. Le contour apparent d'une surface sur un plan de pro- 
jection est la projection sur ce plan du contour apparent de la 
surface ; c'est la trace du cylindre circonscrit , dont les généra- 
trices sont perpendiculaires au plan de projection considéré. 

Le contour apparent d'une surface sépare la partie visible de 
celle qui ne Test point pour un observateur donné. 

177. Remarque, La ligne de contour apparent d'une surface 
par rapport à un point étant le lieu géométrique des points de 
contact des plans tangents menés à cette surface par le point 
donné, il en résulte que tout plan tangent au cône circonscrit 
est tangent à la surface donnée en un point de la ligne de con* 
tour apparent. 

Pour mener par un point un plan tangent à une surface 
donnée, il suffit de mener un plan tangent au cône circonscrit 
dont le point donné serait le sommet; 
la seconde partie du n» 174 n'est qu'un V^ 

cas particulier du n^ 177. Ainsi, pour /V \ 

mener par une droite un plan tangent à / L^'^K 

une surface courbe quelconque, il faut /C^^i/lX'''^ 

mener un plan tangent commun h deux /\^ kilJ^-^ \ 
cônes circonscrits à cette surface, chaque / \ // / 
cône a^ant pour sommet un point de la ^ \ / / / 

droite donnée. La seule difficulté con- \J J 

siste à tracer la ligne de contact de v^,--' 

chaque cône circonscrit; car le plan tan- 
gent est déterminé par la droite AB et par le point C d'intersec- 
tion des deux courbes de contour apparent. 

On pourrait aussi circonscrire à Ja surface courbe un cylindre 
ayant ses génératrices parallèles à la droite donnée, et par cette 
ligne mener un plan tangent au cylindre, le point de contact 
doit appartenir à la ligne de contour apparent. 



CHAPITRE II 

REPRÉSENTATION DES SURFACES 



Une surface se représente ordinairement par son contour ap- 
parent sur chaque plan de projection; mais dans les applica* 
tions, il suffit que la surface soit déterminée [n'^'lSS, 188, 190, 
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196]. Les problèmes des numéros 178, 180, 166, 187, 189, 192 
pourraijent être traités sans le contour apparent. 

§ I. — CYLINDRE 




Problème. 

178. Un cylindre étant donné par sa trace horizontale et 
les projections d'une génératrice AB, trouver une des pro- 
jections d*un point de la sur- 
face, connaissant Vautre pro- 
jection de ce point. 

Il faut déterminer la génératrice 
qui passe par le point dont on 
connaît une des projections. 

1® Soit m la projection horizon- 
tale donnée; menons mcd paral- 
lèle à ab ; puis par c' une parallèle 
à a'b', et déterminons m' de ma- . 
nière que M soit sur la généra- 
trice CM. 

Il y a généralement une se- 
conde solution (m, m\) sur la gé- 
nératrice (dm, d'm\]. 
On opère d'une manière analogue lorsqu'on donne m'. 

Problème. 

179. Déterminer le contour apparent d'un cylindre de ré- 
volution dont on connaît la direction de Vaxe et le rayon. 

Soient [ab, a'6') la direction de Taxe et r le rayon. 

Pour avoir le contour apparent sur le plan horizontal , il faut 
déterminer la trace horizontale du cylindre, et mener à cette 
Irace des tangentes parallèles à la projection horizontale de Taxe. 

La trace est une ellipse [Géofnétrie, 618, 619]; le petit axe 
= '2r, il est perpendiculaire au grand axe , il faut donc ïnener 
ce perpendiculaire à ab. Pour avoir le grand axe de rellipse, il 
suffit de rabattre Taxe (ab, a'b') du cylindre en aB; les géné- 
ratrices extrêmes seraient tangentes à 1^ circonférence décrite 
du centre a, avec r pour rayon; elles auraient pour. direction 
gi, hj; elles coupent donc la trace du plan vertical qui les con- 
tient aux points î^t J; on détermine ainsi les axes ce,ij* 
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Le contour apparent sur le plan horizontal, n^lTô, se com- 
pose de la demi -ellipse cte et des projections horizontales cd. 




ef des génératrices extrêmes. On procède d'une manière ana- 
logue pour déterminer le contour apparent sur le plan vertical. 

§ IL — CONE 



Problème. 

180. Un cône étant donné, déterminer une des projections 
d'un point, connaissant l'autre projection de ce point. 

Il faut déterminer la génératrice qui passe par le point dont on 
connaît une des projections. 

.I**" Cm« La directrice abc est sur le plan horizontal. 

Soit m la projection horizontale donnée, menons smba, ce 
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par 
ques- 



qui détermine les deux génératrices (as, a' s') et {6s, 6's'); 
suite, les points (m, m!) et (m^ m\) répondent à la q 
tion. 

Si m! est donné, on mène s'rnJa!, puis a! a et as, afin de dé- 
terminer m. Généralement il y a deux génératrices [as, a^s'), 
[es, c's'), qui ont même projection verticale ,' et Ton a »n et *Wi 
pour réponse. 




2« Gai. La directrice est quelconque, et l'on connaît ses pro- 
jections h et D\ 

On opère comme précédemment ; mais quand la directrice est 
une courbe fermée, il faut connaître les parties qui se corres- 
pondent sur les deux plans de projection, sans cela on trouve- 
rait quatre points ; car à la ligne sm on pourrait attribuer comme 
projection verticale, s'a', s'U, s'f, s'é ; mais si les parties an- 
térieures sont les projections Tune de Fautre, il n'y a que les 
deux solutions données par s'a! et s'U , 

Problème. 

181. Déterminer le contour apparent d'un cône de révolu^ 
tion, connaissant les projections de l'axe et l'angle que cet 
axe forme avec les génératrices. 

La trace sur chaque plan est une section conique [Géométrie, 
619]; un des axés de la courbe se trouve sur la trace du plan 
mené par Taxe perpendiculairement au plan de projection consi-r 
déré; car la surface de révolution est symétrique par rapport à 
ce plan perpendiculaire. 
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Si BC représente le grand axe de la 
section ayant D pour niilieu, la sec- 
tion circulaire menée par D coupe Taxe 
en un point E , obtenu en abaissant une 
perpendiculaire DE sur SA. Or le cercle 
et Tellipse se coupent suivant IDJ ; pour 
connaître cette longueur, il suffit de 
décrire du centre E une circonférence 
avec le rayon EF, et de mener par 
le point D une corde perpendiculaire 
à EF. 

1®' Cos. L'axe du cône est parallèle 
au plan vertical. 
Soient {as, a' s') et m Taxe et Tangle donnés; construisons les 





angles o's'6' et a's'd égaux à l'angle m, on obtient ainsi les gé- 
nératrices extrêmes; ces lignes coupent le plan horizontal en b 
et c; donc bc est le grand axe de Tellipse. 

Le petit axe est perpendiculaire au point d, milieu de bc ; 
donc il a d' pour projection verticale. Pour 'avoir sa longueur., 
coupons le cône par un plan mené par d' perpendiculairement à 
l'axe, la trace yerticale e^f de ce plan détermine le rayon de la 
section circulaire obteaue dans le cône, et dont le petit axe 
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cherché est la corde menée par (d, cT); donc du centre e avec 
le rayon e'f, il faut décrire une circonférence, que fera con- 
naître le petit axe ij demandé. 

Le contour apparent sur le plan liorizontal se compose des tan- 
gentes à l'ellipse menées par s, et d'une partie de la trace du 
cône. 

182. 2^ Gai. L'axe du cône est quelconque. 

Rabattons Taxe sur le plan horizontal , afin de déterminer les 
axes de la section ; soit as'y Taxe rabattu ; formons l'angle donné 
m; les génératrices 8\h, s\c font connaître le grand axe. Le 
petit axe est sur la perpendiculaire élevée au point d, milieu 
de hc. Par ce point dy il faut abaisser une perpendiculaire dé 
sur Taxe rabattu ; e'f est le rayon de la section circulaire dont 




le petit axe est une corde; le centre de la section a pour rabat- 
tement é ; projetons donc ce point en e, et du centre e avecle 
rayon e'f décrivons une circonférence ; elle détermine le petit 
axe iji 

Remarque. On peut déterminer les génératrices de contour 
apparent d'un cône de révolution sans recourir aux traces de ce 
cône [Exercice 167]. 



§ IIL — SURFACES DE RÉVOLUTION 

183. Une surface de révolution est généralement représentée 
par le méridien principal , et par l'équateur ou le cercle de gorge 
s'il y a lieu. 
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Dans la plupart des cas, Taxe de la surface de révolution est 
perpendiculaire au plan Iiorizontal , et sur ce plan de projection 
tous les parallèles .sont circulaires. 

Problème. 

184. Déterminer une des projections d'un point d'une sur- 
face de révolution, connaissant l'autre projection de ce point; 
la surface étant donnée par son contour apparent. 

Il faut déterminer les projections du parallèle qui passe par le 
point dont on connaît une des projections. 

\^ Soit a la projection horizontale donnée , 
décrivons le parallèle ca, sa projection ver- 
ticale est une droite b'd' parallèle kxy; puis 
a fait connaître a\ 

Lorsque le point n'est pas sur Téquateur, 
il y a deux solutions [a, a') et (a, a\). 

2«> Soit a' la projection verticale donnée , 
menons le parallèle b'd' et sa projection hori- 
zontale bad. On obtient généralement deux 
points a et aj , qui correspondent à la pro- 
jection verticale donnée a\ 

Toute projection b' située sur le méridien 
principal correspond à une projection 6 pla- 
cée sur mn. 

Problème. 

185. Un hyjperboloïde de révolution à une nappe étant 
donné par son aœe et par les projections d'une génératrice, 
trouver la projection d'un point de 
la surface, connaissant l'autre pro- 
jection de ce point. 

Soient [ab , a'b') la génératrice, 
m la projection horizontale d'un point 
de la surface. 

La perpendiculaire on est le rayon 
du collier; prenons na=n6, afin que 
les extrémités des projections hori- 
zontales des génératrices limitées 
que Ton considère soient sur une 
même circonférence, alors {a, a') et 
[b, 6') décrivent des parallèles égaux. 

Par m menons une tangente cd au 
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collier; elle a c'd' pour projection verticale, et Ton trouve m' 
pour réponse. 

Si Ton prenait c'^cfi pour projection verticale de cd, on au- 
rait m\. 

(Pour les propriétés de Thyperboloïde de révolution, voir 
Géométrie j appendice, exercice 1.) 

Remarque. Par le point [m, m') on peut mener une généra- 
trice (ef, éf) du second système; à cause de la symétrie de 
position des lignes DC et FE , par rapport à Taxe , on reconnaît 
immédiatement que ces génératrices engendrent la même sur- 
face. 



CHAPITRE III 

PLANS TANGENTS 



§ I. — CYLINDRE 

Problcino* 

186. Par un point donné sur la surface, mener un plan 

tangent à un cylindre. 

Le plan tangent doit 
contenir une généra- 
trice, et la trace du 
cylindre doit être tan- 
gente à la trace du plan 
tangent [n» 165, II]; 
donc il faut mener la 
génératrice du point de 
contact , et par la trace 
de cette ligne mener une 
tangente à la trace du 
cylindre : le plan de- 
manda sera déterminé 
par la tangente ainsi 
menée et par la géné- 
ratrice. 

Soit le cylindre dé- 
terminé par sa trace 
horizontale C et par la génératrice [cd, c'W], Pour le point donaé 
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(m, m'), on a la génératrice AB. Par a, il faut mener la tan- 
gente aP et joindre a à la trace verticale 6' de la génératrice de 
contact ; on a ainsi le plan PaP'. 

Remarque. Si le point n'est donné que par une de ses projec- 
tions , a par exemple, on détermine a' [n^ 178] , mais on trouve 
un second point (aya\) et par suite un second plan tangent; 
l'intersection des deux plans tangents doit être parallèle aux gé- 
nératrices du cylindre. 

Problème. 

187. Mener un plan tangent à un cylindre par un point 
extérieur (a, a'). 

Le plan tangent doit contenir une génératrice, et par suite il 
contiendra la parallèle aux génératrices menée par le point 
donné ; la trace de cette parallèle sera donc un point de la trace 
du plan cherché; par ce point on mènera une tangente à la trace 
correspondante du cylindre, afin de déterminer la génératrice de 
contact. 




Soient le point [a, a') et le cylindre déterminé par sa trace 
horizontale C et par la direction {g, g') de ses génératrices. 

Par le point A menons BC parallèle à la droite G ; par la trace 6 
menons la tangente 6P et joignons ac' : le plan PaF est tangent 
au cylindre. 
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Remarques. I. Il j a autant de soiuvions qu'on peut mener de 
tangentes à la trace C par le point b. 

II. Lorsque la trace c' se trouve hors des limites de Tépure, 
on prend un point (e,e^) sur la génératrice de 'contact , et Ton mène 
une horizontale {ef,éf) du plan tangent; on détermine ainsi di- 
rectement un nouveau point de la trace verticale; il en serait 
encore ainsi dans le cas où aP ne couperait pas xy dans les 
limites de Tépure ; d'ailleurs une nouvelle horizontale donnerait 
un second point de aP'. 

La même remarque s'applique aux autres problèmes relatifs 
aux plans tangents. 

Problème. 

1 88. Mener à un cylindre un plan tangent parallèle à une 
droite donnée [ab,a'h'). 

Le plan tangent doit contenir une génératrice [n° 163, II]; 
donc , par un point de la droite AB , il faut mener une parallèle 




aux génératrices; et le plan tangent demandé devra être parallèle 
au plan déterminé par AB et par la parallèle aux génératrices. 

Soit le cylindre déterminé par sa trace horizontale ff et par 
ses génératrices. 

Par un point [a, a'] de la ligne donnée, menons [ac,a'c') pa- 
rallèle aux génératrices; les plans R et Q parallèles à PaP', et 
dont la trace horizontale est tangente à la trace du cylindre, 
répondent à la question, 
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Vérification. Chaque plan tangent, R par exemple, doit con- 
tenir la génératrice de contact. 



§ II. 



CONE 



P^roblème. 



189. Par un point pris sur un cône, mener un plan tan- 
gent à ce cône. 

Le plan tangent doit 
contenir la génératrice 
menée par le point 
donné [a, a')^^ et sa 
trace horizontale doit 
être tangente à la trace 
du cône [no 165, II]. 

Soit le cône déter- 
miné par sa trace C et 
par son sommet {«,«'). 

n faut mener la gé- 
nératrice SAB , puis la 
tangente aP, et joindre 
a à la trace verticale c' 
de la génératrice de 
contact, le plan PaP' 
est tangent au cône. 

Remarque, Si la 
trace «F ne rencontre 
pas œy dans les limites 
de l'épure, on mène 
soit une horizontale FG 

du plan par un point (/*,/*) de la génératrice AS, soit une pa- 
rallèle à cette génératrice par un point quelconque de la trace 
horizontale «P. 




Problème. 

190. Par un point quelconque [a,a^) mener un plan tangent 
à un cône dont on connaît le sommet et la trace horizon 
taie. 
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Soit le cône donné .par sa 
trace G et par son sommet 
(s' s'). 

Le plan demandé doit conte- 
nir le sommet S et le point 
donné A; sa trace horizontale 
doit donc passer par la trace 
horizontale de la droite AS; 
ainsi il faut mener la droite 
[sa, s'a'); par la trace 6 de 
cette ligne mener une tangente 
a6P à la trace du cône , et join- 
dre a à la trace verticale e' de 
la droite AS; PaP' est le plan 
tangent au cône. 

Remarque. Il y a autant de 
solutions qu'on peut mener de 
tangentes à la trace du cône 
par le point 6. Tous les plans 
tangents se coupent suivant la droite AS. 

Problème* 

191: Mener à un cône un plan langent parallèle à une 
droite donnée. 
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Soient (0,0') la droite donnée et le cône défini par sa trace 
horizontale C et son sommet («>«*). 

Le plan doit conteoir une parallèle à (D,D') et passer par le 
sommet; donc par le sommet il faut mener la droite (ab,a'b') 
parallèle à la ligne donnée, et par la trace horizontale a mener 
la tangente aP ; enfin joindre a à la trace yerticale 6' de la droite 
ÀB ; le plan PaP' est taDgent au cône. 

Vérification. Le plan doit contenir la génératrice de contact, 
Il y a généralement autant de solutions qu'on peut mener de 
tangentes aP, aQ à la trace du cône. 

PlroUème. 



192. Mener à un cône un plan tangent qui fasse un angle 
donné avec le plan horizontal. 

Les plans tangents à un cône de révolution à axe vertical, 
font avec le plan horizontal un angle consfaot (n^ 174); la géné- 
ratrice de contact est perpendiculaire à la trace horizontale 
du plan en vertu du théorème des trois perpendiculaires [ Géo- 
métrie, 3(M], cette trace est perpendiculaire au rayon de la base 
du cône; donc cette génératrice est la ligne de plus grande pente 
du plan tangent , et son inclinaison sur le plan horizontal mesure 
rinclinaison du plan tan- 
gent; par suite le plan 
demandé doit être tangent 
au cône donné et à un 
cône de révolution ayant 
même sommet que le 
premier, et dont les gé- 
nératrices font avec le 
plan horizontal Fangle 
donné. . 

Épure. Soit le cône 
ayant C pour trace hori- 
zontale et [s, s') pour 
sommet. Par [s, s') il faut 
mener s' a' faisant Fangle voulu s'a^x; décrire une circonférence 
avec le rayon as, mener une tangente commune aP aux traces des 
deux cônes; la génératrice de contact [de, de') détermine «P', et 
le plan PaF remplit les conditions de Pénoncé. Il y a autant de 
solutions que de tangentes communes aux traces des deux cènes. 
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193. Mener à un cylindre un plan tangent faisant un 
angle donné avec le plan horizontal. 

Par le sommet d'un cône de révolution dont les génératrices 
rencontrent le plan horizontal en faisant Tangle donné, il faut 
mener \ine parallèle aux génératrices du cylindre, et par celte 
droite mener un plan tangent au cône ; le plan ainsi détermioé 
est parallèle à celui que Ton demande; par suite, pour obtenir ce 
dernier, il faut mener, au cylindre un plan tangent parallèle à la 
génératrice de contact du plan tangent au cône auxiliaire [b9 188]. 
. Ces deux problèmes , 192 et 193 , ne sont pas toujours possibles. 

§ m. — SURFACES DE RÉVOLUTION 
Problème. 

194. Par un point donné sur une surface de révolution, 
mejiei* un plan tangent à cette surface. 

Soit la surface de révolution ayant pour contour apparent C et 




C, le plan demandé doit être perpendiculaire à l'extrémité de 
la normale du point donné (a, a') [n^ 173, 1°]. Or les normales 
reliaiives à un môme parallèle rencontrent Taxe, au même point 
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[171 , corollaire] ; donc il faut mener h'd normale à la courbe mé- 
ridienne, et joindre [ac, a!d)^ celte ligne est la normale du point 
[a, a'). Par [a, a!) il faut mener un plan perpendiculaire à [ac^ o!d ) 
[no 63] ; on peut employer Thorizontale {a(/,a'd') pour déterminer 
un point de la trace du plan ; on peut aussi utiliser le point f 
qui appartient au plan et mener la génératrice [ef, e'f) du cône 
circonscrit. PaP' est tangent à la surface, au point [a,o!). 

Problème. 

195. Mener à une surface de révolution v/n plan tangent 
parallèle à un plan donné. 

Soit la surface qui a C et C pour contours apparents. 




Si le plan donné était perpendiculaire au plan vertical, il suf- 
firait de mener la trace verticale du plan demandé tangente au 
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méridien principal et parallèle à la trace du plan donné , car le 
nouveau plan devrait être lui-même perpendiculaire au plan 
vertical. [No 169.] 

Lorsque le plan donné PaP' est quelconque, il faut l'amener, 
par une rotation autour de Taxe de la surface de révolution [n^QS], 
à être perpendiculaire au plan vertical , puis lui mener un plan 
parallèle qui soit tangent à la surface , et , par une rotation de 
sens contraire, amener ce dernier plan à être parallèle à PaP*. 

Ainsi PaF devient PiajP'i; on détermine le plan parallèle 
f^i^i et on amène ce dernier plan à la position UpU'. [N® 98.] 

Il y a généralement plusieurs solutions. 

Problème. 



196. Par un point pris sitr 
la surface d'un hyperboloïde 
de révolution , mener un plan 
tangent à cette surface. 

Le plan tangent à une surface 
réglée contient la génératrice du 
point de contact [n® 163, II]. Il 
faut donc mener les deux géné- 
ratrices rectilignes [cd , c'd')^ 
[ef,ef) , qui passent par le point 
donné ( m, m ) , [ n® 1 85 , Remar- 
que] ; le plan PaP* qui passe par 
ces deux droites est le plan tan- 
gent demandé. 



Problème. 

197. Par une droite donnée, mener un plan tangent à une 
sphère. 

Le plan demandé est tangent au cylindre circonscrit à la 
sphère et dont les génératrices sont parallèles à la droite donnée , 
et à tous les cônes circonscrits à la sphère et dont le sommet est 
sur la ligne donnée [n® 177]. La construction la plus simple est 
fournie par le cône circonscrit dont Taxe est horizontal ; car 
dans ce cas le parallèle de contact par rapport à Taxe du cône 
[n® 174, 2"^], étant perpendiculaire au plan horizontal, se pro- 
jette sur ce plan suivant un diamètre; il suffit de mener en- 
suite un plan passant par la droite et tangent au cône con- 
sidéré. 
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Soient {c,c') et [ab, a'b') la sphère et la droite données. 
Pour déterminer Taxe du cône menons par lé centre (c^c') un 




Mener 1» tangente de. 



plan horizontal, il donne Thorizontale [cd, c'd'). Par la projec- 
tion horizontale d du sommet menons les tangentes de, df h 
Téquateur de la sphère. Le contact du cône et de la sphère est un 
parallèle projeté horizontalement suivant son diamètre ef. Le plan 
vertical de la courhe de contact coupe la droite au point [g, g'). 
Or si par ce point situé dans le plan de hase du cône on mène une 
tangente à la circonférence projetée en ef, la tangente ainsi menée 
et la droite [ab, a'b') détermineront le plan tangent au cône et 
par suite à la sphère. Pour avoir la tangente cherchée, rabattons 
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le plan vertical conduit par ef sur le plan horizontal qui passe 
par le centre de la sphère ; la base du cône rabattue devient le 
cercle eH/'dont ef est le diamètre; {g, g') vient en G à une dis- 
tance gG égale à l'g'; donc par le point G il faut mener la tan- 
gente GH ; cette droite rencontre le plan horizontal auxiliaire 
au point {m, m'); donc g'm^ est la projection verticale de la 
tangente menée par le point (g, ^') à la circonférence de base du 
cône. Le plan des droites [ab, a'b') , {gm, g' m!) est le plan tan- 
gent demandé. Pour avoir ses traces^ il suffit de remarquer que 
aP doit passer par a et être parallèle à dm, car le plan tangent 
doit contenir l'horizontale [dm,d!m!), 

La trace verticale passe par b'. 

Vérification, r' doit se trouver sur aP' : d'ailleurs H fait con- 
naître les projections [h,N) du point de contact, et les traces du 
plan doivent être respectivement perpendiculaires aux projec- 
tions chyC'N du rayon qui passe par ce point. [N® 37.] 

Remarque. La tangente Gn fait connaître l'horizontale [dsn, 
rfV) d'un second plan tangent. 

Problème. 

198. 1<> Déterminer la ligne de contact d'une sphère et d'un 
cylindre circonscrit dont les génératrices sont parallèles à 
une droite donnée; 2<* déterminer la trace horizontale de ce 
cylindre. 

Par le centre de la sphère , on mène une parallèle à la droite 
donnée ; on obtient ainsi Taxe d'un cylindre de révolution dont on 
connaît le rayon, et le problème est ramené aux suivants : 
1® trouver la section droite d'un cylindre placé d'une manière 
quelconque par rapport aux plans de projection [n^ 205] ; 2° trou- 
ver les traces d'un cylindre de révolution [n° 179]. 

Le problème 198 s'énonce habituellement comme il suit : 

Déterminer l'ombre propre d'une sphère éclairée par des 
rayons parallèles, et l'ombre portée par cette sphère sur le plan 
horizontal [no288]. 

Problème. 

199. 1® Déterminer la ligne de contact d'une sphère et d'un 
cône circonscrit dont on donne le sommet; 2° déterminer la 
trace horizontale de ce cône. 

On joint le point donné au centre et l'on connaît l'axe du cône 
de révolution, en rendant cet axe parallèle à l'un des plans de 
projection et menant par le sommet des tangentes au contour 
apparent de la sphère ; on détermine l'angle que les génératrices 
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du cône font avec Taxe , et la seconde partie du problème est ra- 
menée au n« 181*: Déterminer la trace d'un cône de révolution, 
connaissant Taxe et Tangle que cette ligne forme avec les géné- 
ratrices. 

Ordinairement le problème proposé [199] s'énonce comme il 
suit : 

Déterminer Pombre propre d'une sphère éclairée par un point 
lumineux, et l'ombre portée par cette sphère sur le plan hori- 
zontal [no 289]. 



CHAPITRE IV 

SECTIONS PLANES 



200. Surfaoei réglées. Pour avoir les projections de l'intersec- 
tion par un plan quelconque d'une surface réglée, on peut déter- 
miner le point où chaque génératrice de la surface rencontre le 
plan. Dans les applications, on se borne à prendre un pelit 
nombre de génératrices convenablement choisies, et l'on joint 
les points obtenus par un trait continu. 

Surfaoei de réTolution. Lorsque la surface est de révolution , 
on cherche les points où quelques parallèles de la surface ren- 
contrent le plan donné; on détermine aussi les points où le méri- 
dien principal est coupé par le plan. 

201. Tangentes à la courbe de «eotîon. La tangente à la courbe 
plane obtenue doit se trouver dans le plan sécant donné et dans le 
plan tangent à la surface au point considéré [n^ 165 , III] ; il suffit 
donc de mener ce dernier plan et de chercher la droite suivant 
laquelle il est coupé par le plan qui détermine la section. Les 
projections de la courbe et celle de la tangente sont tangentes 
entre elles. [N^ 166.] 

202.DéTeloppement. Lorsque la surface coupée est développable 
[n® 159], on l'ouvre suivant une de ses génératrices et on dessine 
sur l'épure la figure qu'on obtiendrait en développant sur un 
plan la surface étudiée. 

La courbe obtenue par les divers points de la section se 
nomme la transformée de la courbe de section; la tangente à 
la section donne une tangente au point correspondant de la 
transformée ; car, dans les deux cas , c'est la limite des positions 
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que prend une sécante dont les points d'intersçction se rappro- 
dient indéfiniment ; par suite, quelle que soit la modification 
subie par la surface développai le , la tangente à une courbe 
tracée sur la surface fait avec la génératrice recliligne du 
point de contact un angle constant. 

Remarque. Les questions relatives aux sections planes se 
simplifient lorsque le plan sécant est perpendiculaire à Tun des 
plans de projection , car la projection de la section sur ce plan 
se trouve sur la trace correspondant^ du plan sécant. [N^ 31 .] 

La vraie grandeur de la section s'obtient en rabattant le plan 
sécant sur Tun des plans de projection. 



§ L — CYLINDRE 
Probiemea 

203. Déterminer la section plane d'un cylindre de révolta- 




tion dont l'axe est vertical, par un plan perpendiculaire au 
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plan vertical ; trouver la vraie grandeur de la section et dé- 
velopper le cylindre. 

Soit le plan PaP' ; la section est une ellipse ayant a'c' pour 
grand axe et dont le petit axe égale bd. [ Géométrie, 618.} 

Le cylindre élant droit, toule section a pour projection hori- 
zontale la circonférence abcd; le plan PaP' étant perpen- 
diculaire au plan vertical, la section a pour projection verti- 
cale a'b'c\ 

En prenant un point quelconque >n sur abcd, on détermine 
m' sur. a'c'. Le plan tangent le long de la génératrice (m,m'n') 
a pour trace horizontale mt, donc {mt,m'l') est la tangente à la 
section au point {m, m'), [N° 201.] 

Vraie grandeur de la section. En rabattant le plan PaP' sur 
le plan vertical, «/* devient «F, etc. AC est le grand axe de Tel- 
lipse, BD = 6d en est le petit axe; pour un point quelconque 
(m, m') on a LM=/m. Lorsque le plan sécant est rabattu sur 
le plan horizontal, on obtient AiBiC][Di. 

204. Développement. Quvrons le cylindre suivant la généra- 
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trice {c^d^). Traçons la droite c^c^i égale à la circonférence 
abcd rectifiée ; les génératrices seront perpendiculaires à c^ c<i ; 
puis prenons cic'i=C2c'2=cV; de même dYd\^=kd\ Pour 
avoir un point quelconque de la transformée, on prend ai77ij = 
à Parc rectifié am, piiis mj^m\ = m'n\ 

Généralement on divise la circonférence abcd en parties égales 
afin de simplifier les constructions. 

On peut aussi recourir au calcul ; on mesure le rayon , d'où 
C=2iiR; on en conclut la longueur des subdivisions de cette 
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circonférence. En géométrie descriptive, on a surtout recours 
aux constructions graphiques : on peut utiliser celles qui sont 
indiquées en géométrie [n^ 692]. 

Tangente, La tangente en un point m\ de la transformée fait 
avec la génératrice mim\ Tangle que la tangente MT fait avec 
la génératrice MN du cylindre [ n° !202 ] ; or la tangente MT de 
Tespace est Thypoténuse d'un triangle rectangle ayant pour côtés 
de Tangle droit mt et m'n' (fig. n^ 203) ; donc il suffit de prendre 
mifi=mt\ m{m\-=m!n' et de joindre /^ à m\, 

La construction de la tangente tj^rn,\ ne présuppose- point celle 
de la transformée, et même la courbe se trace plus exactement 
lorsqu'on connaît la tangente. 

La tangente est horizontale aux sommets c\, a\ et c\, elle 
coupe la courbe aux points d'inflexion b\ et d'^; ces points 
correspondent aux génératrices de contact des plans tangents au 
cylindre, plans qui sont en même temps perpendiculaires au 
plan sécant PaP'. 

En commençant le développement de la surface par la généra- 
trice {dyd'k')^ on obtient la transformée D1Â1B1C1D2 où Ton re- 
connaît plus facilement une sinusoïde. [ Trigonométrie, 13. 
Géométrie, appendice, exercices, 103.] 

Problème. 

205. Déterminer la section droite d*un cylindre quelconque. 

La section droite sera donnée par un plan perpendiculaire aux 
génératrices. 

Pour simplifier la recherche de l'intersection, il suffit de 
prendre un nouveau plan vertical de projection porpendiculaire 
au plan sécant. 

Soit le cylindre ayant pour trace horizontale la courbe ache et 
c'd' pour projection verticale d'une de ses génératrices. 

Menons aP perpendiculaire aux projections horizontales des 
génératrices , puis aP' perpendiculaire à dd\ Avec la nouvelle 
ligne de terre x'y' perpendiculaire à aP, on trouve pP'i pour 
nouvelle trace, car pP'i doit être parallèle à sR. [N<> 106.] 

Le plan sécant étant perpendiculaire à PaP', la nouvelle pro- 
jection verticale c\d'i du cylindre doit être perpendiculaire 
à pP'i. 

Une génératrice quelconque, par exemple celle qui a pour 
trace (n, n'j) , est coupée en m\\ ce point fait connaître la pro- 
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jeetion horizontale m, et celle-ci fait connaître m'; d'ailleurs 
l'm' doit égaler l\m\. On détermine ainsi autant de points que 
Ton veut. 




U est particulièrement utile de chercher les points d'intersec- 
tion de chaque génératrice du contour apparent. 

206. Tangente. Le plan tangent suivant la génératrice 
(mn,mV) a pour trace horizontale la tangente nt à la trace hori- 
zontale du cylindre; or cette droite rencontre le plan PaP' au 
point t, donc tm est la projection horizontale de Tintersection 
du plan tangent au cylindre et du plan sécant; c'est-à-dire que 
tm est la projection de la tangente demandée. On projette l 
àur œy et Ton mène <W. 
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Vraie grandeur de la section. Le rabattement se fait sur le 
plan horizontal à Taide de pP'i ; la tangente serait la ligne /Mi. 

207. Développement. La section droite se développe suivant 
une droite g^g^ égale à la courbe F^Gi rectifiée. D'une manière 
générale on doit avoir ^|7n|=:arcGiMi; puis ^Q\-=^e\g\] 




La courbe ECË^ est la transformée de la trace horizontale du 
cylindre. 

La tangente nt à cette trace devient N^i , en prenant m^ti z=zmt 
et m{^=^m\n\. 



§ IL — CONE 



208. Déterminer la section d'un cône de révolution par un 
plan, 

La courbe est une ellipse (a) , une parabole (h) ou une hyper- 
bole (o) , suivant Tinclinaison du plan. [Géométrie, 619.] 

D'ailleurs toute section plane d'un cône de révolution a pour 
projection sur le plan de la base une courbe de même nom que 
la proposée, et la projection du sommet du cône est V\xa des 
foyers de la nouvelle courbe. [Géométrie, 632.] 
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Pour étudier les sections du cône, on admet généralement 
que Taxe de la surface est vertical et que le plan sécant est per- 
pendiculaire au plan vertical. 

209, (a) Le plan coupe toutes les génératrices du cône 
SAB, S'A'C. 

La section est une ellipse [GéométHe, 620] dont il suffit de 
déterminer les axes. 

a' h' est le grand axe de la section, et fait connaître ab grand 



/ VT 




axe de la projection; le petit axe ce est perpendiculaire au milieu 
de ab, il égale la corde perpendiculaire à 6'a', du parallèle qui' 
passe à égale distance de a' et U ; donc pour déterminer ce 
petit axe on mène une perpendiculaire oê au milieu de ab, 
elle passe au milieu de a'b' ; on projette f en f, et la circon- 
férence décrite avec le rayon of donne ce pour petit axe. 

Pour déterminer la courbç par points, sans recourir à ses axes, 
on mène diverses génératrices {sn,9'n') par exemple, et m' fait 
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connaître m. Cette construction ne peut pas être employée pour 
[sd, s'rf'), mais le parallèle de rayon g' h! détermine le point g. 
Tangente. Le plan tangent au cône au point [m, m') contient 
la génératrice {sm,s'm'). Sa trace horizontale est tangente à la 
circonférence de base , donc il faut mener par le point n la tan- 
gente nt, t est la trace horizontale de cette ligne, donc tm est 
la tangente demandée. [N<» 165 , III.] 

Vraie grandeur de la section. On procède comme pour le 
cylindre [n° 201]. ' 

210. Développement, Le développement du cône est un secteur 
circulaire ISIi ayant pour rayon la génératrice iV et dont Tare 




IJIi égale la circonférence de base. Pour obtenir la transformée, 
on prend rarc.IK = rarc t/c; Tare JN=rarcynv Puis il faut 
prendre SM égale à la vraie grandeur de [amyS^m'), c'est-à- 
dire à s'l\ 

On obtient la transformée e^aih^e^ lorsqu'on ouvre le cône sui- 
vant la généfatrice se; et la transformée BAB en ouvrant le cône 
suivant [bi,h'i'). 

Pour avoir la tangente , on prend NT=n<, car la tangente dans 
l'espace est l'hypoténuse d'un triangle rectangle ayant pour côtés 
'de l'angle droit nt et la vraie grandeur IW de(mn,m'n'). 

211. (b) Le plan est parallèle à une génératrice du cône. 

La section est une parabole [ Géométrie, 622] , et il en est de 
même de sa projection sur le plan de la base. Pour déterminer 
cette projection on peut employer des parallèles du cône. Ainsi 
le parallèle (G, G') fait connaître les points m et m^, etc. 
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En rabattant le plan sur le plan vertical on a ABC pour la 
vraie grandeur de la seclion. Si on veut avoir le développement 




de la section, il faut mener les génératrices des points détermi- 
nés; par exemple {sn, s'n'), (sn^, «'n') sont les génératrices des 
points (m, m') et (mj, m'), etc. 

212. (c) Le plan sécant rencontre les deux nappes du cône. 

Dans ce cas, la section est une hyperbole. [Géométrie, 624.] 
La courbe a pour asymptotes les droites menées par son centre, 
parallèlement aux génératrices que détermine dans le cône un 
plan mené par le sommet, parallèlement au plan sécant. [Géomé- 
trie, 627.) 

On peut déterminer la projection horizontale , en cherchant le 
point où chaque génératrice rencontre le plan sécant, ou bien 
en menant des parallèles de la surface de révolution ; on peut 
aussi se borner à tracer les asymptotes et à déterminer un point 
de la courbe [Géométrie, 629]; car la projection de Thyperbole 
sur le plan de la base est une hyperbole , et la nouvelle courbe 
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a pour asymptotes les projections des asymptotes de la première. 
[Géométrie, appendice, exercice 10.] 

Soit le plan PaF coupant 
les deux nappes du cône donné; 
a' et b' font connaître a et 
b les sommets de la courbe; 
a'b' est Taxe transverse de 
rhyperbole , sa projection a'j 
est Taxe transverse de la pro- 
jection de la section. Le plan 
mené par le sommet parallè- 
lement à PaP' donne les gé- 
nératrices {sd, s'(f) et {sdi, 
8'd'), Les parallèles of, og à 
sd, sdi menés par le milieu 
de ab sont les asymptotes de 
la projection. 

Pour avoir des points autres 




que a et 6 sans recourir au moyen indiqué numéro 629 de 
la Géométrie, on peut employer des parallèles tels que i'f; au 
point /c' correspondent l et k. 
L'hyperbole a été rabattue sur le plan horizontal. 



Problème, 



213. Déterminer la section d'un cône quelconque par un 
plan quelconque^ 
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On procède comme pour la pyramide [n^^ ^49 et 150]; mais 
on joint' les points obtenus par un trait continu. 

§ IH. — SURFACES DE RÉVOLUTION 



214. Pour obtenir la section plane d'une surface de révolution, 
on emploie des parallèles , ainsi qu'on Ta déjà fait pour le cône. 
[N^s 211 et 212.] Dans le cas de la sphère la construction se sim- 
plifie; la section étant toujours un cercle, se projette sur chaque 
plan suivant une ellipse dont on peut déterminer les axes. 

Problcin6« 

215. Déterminer la section d'une sphère coupée par un plan 
perpendiculaire au plan vertical. 

Soient le plan PaP' et la sphère 
[c, &); la projection verticale est 
a'6'. a' et 6' étant sur le méridien 
principal, se projettent en a et b; 
ils font connaître le petit axe de 
Tellipse; le grand axe est perpen- 
diculaire au milieu de ab, et il 
égale le diamètre a'b' de la sec- 
tion. Il suffit donc de prendre 

od = odi=io'a'. 

Remarque. Lorsque le plan sé- 
cant rencontre l'équateur projeté 
en m'n', le point f' d'intersection 
fait connaître f et fi sur le contour 
apparent. La partie fafi est cachée, 
puisqu'elle est au-dessous du plan 
de l'équateur. 

Problème. 

216. Déterminer les projections de la section d'une sphère 
par un plan quelconque. 

Soient PoiP* le plan donné, et {c, d) le centre de la sphère. 
Pour déterminer la projection horizontale, on procède comme 
ci-dessus [n<>2l5], çn employant pour nouveau p^lan vertical de 
projection le plan vertical mené par le centre de la sphère , per- 
pendiculairement à PaP'. 
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Soit cp la trace du plan perpendiculaire à aP. 

L^ centre {c, c')se rabat en C à une distance cC égale ànV, 




et la nouvelle trace pO est donnée par fF=:ff. Du centre ra- 
battu C, décrivons une circonférence avec le rayon de la sphère, 
AB est le diamètre de la section; il fait connaître le petit axe ab 
de la projection. Pour avoir le grand axe, on détermine le milieu 
de AB, et l'on prend od=odi = AO. 

On opère d'une manière analogue pour avoir la projection ver- 
ticale g'h'i'f. Dans le tracé de cette ellipse on a supposé que la 
partie supérieure de la sphère est enlevée. 

Problème. 

217. Déterminer les points' d'intersection d'une droite et 
d'une sphère. 
Soient (c, c') et (ab, a!b') la sphère et la droite données. 
Le plan qui projette la droite sur le plan horizontal coupe la 
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sphère suivant un petit cercle 
que la droite traverse, et dont 
le centre se trouve sur le plan 
de Téquateur de la sphère. Il 
suffit de rabattre ce cercle et 
la droite pour avoir les points 
d'intersection. 

Il faut prendre rfD = n'c'. 
Du centre D, avec la moitié 
de ij pour rayon, décrire le 
petit cercle. 6B doit égaler m!b\ 
Les points E, F font connaître 
e, f, et par suite e', f\ On 
peut aussi employer avec avan- 
tage le grand cercle mené par 
la droite donnée, et le rendre 
parallèle à Tun des plans de 
projection. '*. ,'' 

Problème. 

218. Déterminer la section d'un hyperboloïde de révolution 
par un plan perpendiculaire 
au plan vertical. 

Soient le plan PaP'etPhyperbo- 
loïde défini par son axe (a, a'6'), 
et une génératrice (cd, c'd'). 

Pour obtenir un point, de la 
section, menons un parallèle; 
pour cela, coupons la surface 
par un plan horizontal ayant e'f 
pour trace verticale ; il coupe 
la génératrice au point {e, e'); 
donc ae est le rayon du paral- 
lèle ; par suite g' fait connaître 
deux points de la section g et 
Qi, On opère de même pour 
déterminer d'autres points. 

219. Remarques. I. Lorsque 
la génératrice (cd, dd') est pa- 
rallèle au plan vertical , a'c'd* 
est Tangle que les génératrices font avec le plan horizontal. En 
désignant par p cet angle et par a celui que le plan fait avec le 
plaa horizontal y on a les résultats suivants: 
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Lorsque a est < p la section est une ellipse. 

Pour a = p , elle est une parabole. 

Et quand a est > p , la courbe obtenue est une hyperbole. 



IL Tous les plans sécants parallèles donnent des courbes sem- 
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blables entre elles; Lorsque a est > p , on a les particularités 
ci -après. Le plan PaP' donne une hyperbole ayant ab pour axe 
transversé; le plan parallèle QPQ, tangent au méridien princi- 
pal, donnerait deux droites parallèles aux asymptotes de Phy- 
perbole ab. Le plan RyR' donne,une hyperbole cd dont les axes 
sont proportionnels à ceux de la première courbe ; mais à Taxe 
transverse de Tune correspond Taxe non trans verse de l'autre. 



CHAPITRE V 

INTERSECTIONS DES SURFACES 



220. Lorsque deux surfaces se coupent , il y a pénétration 
lorsque Pune des surfaces passe complètement dans l'autre ; par 
suite toutes les génératrices de la première sont coupées, tandis 
que plusieurs de la seconde ne le sont point. Il ^ a arrache- 
ment lorsque chaque surface a des génératrices non coupées. 
Les deux cas se traitent identiquement. 

D'une manière générale , pour avoir un point de l'intersection 
de deux surfaces données , on a recours à une surface auxiliaire, 
qui rencontre chaque surface donnée suivant des lignes faciles à 
déterminer, des droites, par exemple, ou des circonférences 
parallèles ou perpendiculaires à l'un des plans de projection. Les 
intersections de ces lignes appartiennent aux deux surfaces et 
sott des points de Pintersection cherchée. Le plan est la surface 
auxiliaire le plus souvent employée ; mais on recourt à la sphère 
pour les surfaces de révolution dont les axes 'se rencontrent. 



§ L — POLYÈDRES 

221 . Déterminer la ligne d'intersection de deux prismes. 

Soient les prismes ayant pour traces horizontales abc , def. 

Pour surface auxiliaire on prend un plan parallèle aux arêtes 
des deux prismes, afin d'avoir pour section ou des arêtes ou des 
parallèles aux arêtes. 
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Par un point quelconque (i, f) menons des. parallèles IG, ÏH 
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aux arêtes; gh est la trace horizontale d'un plan parallèle aux 
arêtes des deux surfaces données. [N" 61.] 
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t^ar chaque sommet de la base def, menons un plan parallèle 
au plan dont gh est la trace horizontale; la trace menée par d 
rencontre ac au point z. Or l'arête [du, d'u') rencontre la droite 
(zu, z'u') au point (u, u'). Les projections horizontales du, 
zu font connaître u; les projections verticales d'u', z'u' déter- 
minent %C ; u et u' doivent appartenir à une même perpendi- 
culaire à a?2/. 

Le plan dv donne un second point {p, p'); c'est le point où 
Tarête [dp, d'p') perce une seconde face du prisme abc. On 
procède de même pour les arêtes e et /*. Le prisme de droite 
entre par une seule face; (mnp, m'n'p') est la ligne d'entrée. 
Les points (o, o'), [t, t'), [u, u') sont des points de sortie; 
mais le plan mené par le sommet a coupe le prisme de droite ; 
donc l'arête ars est coupée. La ligne de sortie est donc 
OSUTRO. 

Remarque. Dans le tracé de l'épure, on a supposé que le 
prisme def a été enlevé. 

Problème. 

222. Déterminer la ligne d'intersection d'v/n prisme et 
d'une pyramide. 

Soient le prisme ayant pour base ABCD et la pyramide SEFGH. 

Pour, avoir des droites faciles à déterminer, il suffit de mener, 
par le sommet de la pyramide , des plans parallèles aux arêtes 
latérales du prisme. Pour cela, menons [st, s't') parallèle à 
l'arête (aa^, a'a'i); la trace horizontale de tout plan mené par 
cette droite doit passer par t. 

Pour déterminer les points d'intersection de (aa^ , a'a\) et de 
la pyramide, menons le plan taij; la pyramide est coupée sui- 
vant les génératrices (si, s'i') et [sj, s'f). 

aai et si se coupent en m; a'a'x et 5V se rencontrent en m'; 
m et m' doivent se trouver sur aine même perpendiculaire à xy. 
De même, à la génératrice [sj, s'f) correspond le point [n, n') ; 
l'arête [aa') du prisme entre dans la pyramide par le point M 
et en sort par N. 

Le plan troh fait connaître les points 1 et 7, où l'arête SH de 
la pyramide coupe le prisme. 

D'une manière générale , il faut mener un plan auxiliaire par 
chaque arête latérale , soit du prisme , soit de la pyramide. 

Les arêtes A, B, G du prisme sont coupées, mais le plan que 
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Ton mènerai-t par t et d ne rencontrant pas la base de la pyra- 
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paide, il en résulte que l'arête P n'est point coupée. 
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De même, les arêtes E, G, H de la pyramide traversent le 
prisme, tanilis que F ne le rencontre pas. 

Il y a arrachement, puisque chaque surface a une arête non 
coupée. 

2^3. Pour déterminer Tordre dans lequel il faut joindre deux 
à deux les points d'intersection , on peut procéder comme il suit : 

Joignons th; les lignes od, dr correspondent à la partie delà 
surface prismatique non coupée. A partir de r parcourons le 
périmètre rabcor dans le sens indiqué ; en même temps , à partir 
de h, parcourons le périmètre hek. 

Les génératrices des points r et h donnent le point 1; te 
coupe ra; donc, avant de passer au point a, il faut chercher 
rintersection de Farête se et du prisme : les génératrices u, e 
donnent le point 2. A Tarête a correspond la génératrice si, ce 
qui donne le point 3. L'arête b donne le point 4. k étant la 
limite extrême de la pyramide , il faut revenir vers le sommet e, 
tout en continuant à parcourir le périmètre abc dans le sens 
convenu. L'arête e coupe la face bc; en effet, les lignes e, l 
donnent* le point 5 ; puis l'arête c rencontre la face qui a pour 
trace eh au point 6; l'arête du point h rencontre la face cb au 
point 7. 

Parvenu au point o, limite extrême pour le prisme, il faut 
parcourir le périmètre ocbaro dans le sens opposé au premier, 
et le périmètre vgx de la pyramide. Ainsi l'arête c et la ligne 
V donnent le point 8. On trouve successivement les points 9, iO, 
il; l'arête a donne encore le point 12, et en arrivant au point 
r on retrouve le point 1 , et l'intersection est complètement dé- 
terminée. 

Pour le prisme on a suivi en réalité rabcocbar, et pour la py- 
ramide on a eu à parcourir hekehgzgh. 

Remarques. L Dans le tracé de l'épure, on a supposé la py- 
ramide enlevée; sans cela plusieurs lignes telles que 1-2,6-7, 
auraient été cacliées par la pyramide. 

II. Lorsque l*on conserve les deux corps, un point n^est visible 
qu'autant au'il appartient à deux lignes visibles ; ainsi , pour Je 
plan tbz, rareté {b, b') du prisme et la droite [sz, s*^) de la 

1>yramide étant visibles, il en est de même de leur intersection , 
e point lOi 
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L'arête [aa^, a'a'i) du prisme est visible sur chaque plan de 
projection; il en est de même de (is, i's'); donc les deux pro- 
jections m et m' de leur intersection sont visibles, sj est vi- 
sible, tandis que s'f ne Test point; donc n est visible; mais 
n' ne le serait point si la pyramide avait été conservée ; en effet, 
cette projection se trouve derrière la face dont s^f^g' est la pro- 
jection verticale. 



§ IL — SURFACES COURBES 

Problème. 

224. Déterminer la ligne d'intersection de deux cônes. 

Pour avoir des droites, il faut mener des plans auxiliaires par 
la droite qui joint les sommets des cônes donnés, car chaque 
surface courbe sera rencontrée suivant des génératrices. 

Soient les surfaces coniques ayant pour sommets (r, r^) et 
{s, s'). Joignons ces deux points; la trace horizontale des plans 
sécants doit passer par la trace t de la droite RS. 

Les traces des plans extrêmes tï, tj rencontrant la base du 
cône S, il y a pénétration : le cône R entre par la courbe 
{dme, d'm'e') et sort par la courbe (fg, fçf). 

Pour avoir un point de Tintersection , menons le plan tha ; il 
détermine les génératrices [ar, a'r^) et (bs, 6V); ces lignes se 
coupent en (m, m'). 

Le plan auxiliaire tba déterminant deux génératrices de chaque 
cône , on obtient quatre points de Tintersection. 

Il est surtout utile de déterminer les points d'intersection si- 
tués sur les lignes de contour apparent; par exemple, pour la 
projection horizontale, on mène le plan te, ce qui fait con- 
naître d. 

Pour la projection verticale, on mène le plan th qui corres- 
pond à r'h'; il fait connaître l^j etc. 

225. Tangente. La tangente en un point donné {m, m^) est 
rintersection des plans tangents aux cônes donnés suivant les 
génératrices qui passent par ce point [n° 168]. Or, les tangentes 
an, bn aux bases des cônes sont les traces horizontales des 
plans tangents ; donc n est la trace horizontale de la ligne cher- 
chée; il suffit de joindre nm, puis de projeter n sur œy et de 
mener nW. 
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Flffare dû n* UA, ptige 144. 

Problème. 

226. DétermineU' Ihniersection de deux cylindres quelconques 
On procède comme pour deux prismes [n® 221]. gh indique la 

9 
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direction des traces des plans auxiliaires parallèles aux généra- 
trices des deux cylindres. 
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Il est, surtout utile de déterminer les points d'intersection 
génératrices de contour apparent , soit sur le plan horizoni 
soit sur" le plan vertical ; ainsi le plan slu fait connaître 
points r et V sur la génératrice sv. 

Le plan fkl coupe le cylindre de droite , tandis que abc co 
celui de gauche ; il y a donc arrachement. Pour déterminer Toi 
dans lequel on doit joindre deux à deux par une courbe conti 
les points obtenus , on procède comme au numéro 223. 

Pour le cylindre de gauche , par exemple , en partant de . 
faudrait parcourir cuoftbtfouc. 

Tangente» La trace de la tangente au point m est donnée 
rintersection n des traces des plans tangents on, pn. [N<* 1( 

Dans le tracé de l'épure , le cylindre de gauche a été siipp 
enlevé. 

En projection horizontale, les génératrices de contact pn 
tées en mp, mo étant visibles, il en est de même de la 1 
gente, et par suite de sa projection mn; mais sur le plan ^ 
tical , les mêmes génératrices projetées en m'p', nnJd sont il 
sibles ; donc une partie de la tangente est derrière les cylindr 
et la projection verticale pourrait être pointiilée de n' jusqu'à 

Problème. 

227. Déterminer l'intersection de deux cylindres de ré 
lution, de même rayon, dont les axes se rencontrent; dé 
lopper un de ces cylindres. 

Soient les cylindres égaux, ayant pour axes ce' et cc'i. 




Les sections droites AB , a'ib\ sont égales , et si l'on pr< 
l'arc Cr = CF, on aura (/if i = c^f et a'^f^^df; par su 
les points afc.„d sont sur la bissectrice de l'angle a'^ak et s 
en ligne droite ; l'intersection ayant tous ses points sur un mé 
plan projetant est une courbe plane, contenue dans un plan p 
pendiculaire au plan des axes; donc la courbe est une elli 
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ayant ab pour grand axe, et dont le petit axe égale AB. [Géomé- 
trie, %{%.] 

En prenant CC2 =;= C/D2 = a'c', on obtient sa vraie grandeur 
aC26D2, lorsqu'on suppose la courbe rabattue sur le plan des 
axes. 

Développement, On prend k'fiik^ égal à la circonférence 
AGBD rectifiée ; puis a^ki = aa', b^Bi == bb\ etc. 

Problème. 

228. Déterminer V intersection de deux surfaces quel- 
conques de révolution dont les axes se coupent. 

On peut prendre pour plan vertical de projection un plan pa- 
rallèle au plan des axes des deux surfaces , et pour plan horizon- 
tal, un plan perpendiculaire à Tun des axes. 
, Soient donc deux ellipsoïdes ; Tun a son grand axe perpendi- 
culaire au plan horizontal , et Taxe fg' du second est parallèle 
au plan vertical ; les deux axes se coupent au point c'. 

Les sphères telles que cj, décrites du centre c', rencontrent 
chaque surface donnée suivant un cercle dont le plan est perpen- 
diculaire à celui des axes; par suite, chacun d'eux se projette 
suivant un diamètre f/ et z'l\ 

. Le parallèle i'/ a pour projection horizontale la circonférence 
imj; la projection verticale m' fait connaître m, et le point 
[m^m^), ainsi déterminé, appartient aux deux parallèles IJ, 
ZL , et par suite aux deux surfaces données. La même sphère 
donne encore le point (m^, m'). 

229. Tangente. La tangente ^u point [n,n') serait donnée 
par rintersection des plans tangents, en ce point, à chaque 
surface (n® 168, 1°); mais il vaut mieux la considérer comme 
perpendiculaire au plan des normales menées à chaque surface 
par le point donné (168, 2o). Soit à mener la tangente au point 
[n, n'); menons la normale n'^/i' au point correspondant du mé- 
ridien principal , n*h! sera la projection verticale de la normale 
au point [n,n')\ la projection horizontale na doit passer par la 
projection de Taxe. 

La normale n'2^ fait connaître n'V ; il faut projeter V tnl et 
joindre ni. 

Les projections o, l, étant sur une parallèle h ocy, la droite 
[al, KU) est parallèle au plan vertical de projection et appar- 
tient au plan des normales.; donc , de n' il faut abaisser la per- 
pendiculaire n*C sur Kl\ 

Pour avoir la projection horizontale nt, menons une horizon** 
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Il fant mener la ligne n'A' jasqu'à la 
rencontre de r'^r', 



taie (ry, rp) du pJan des normales; r' déterminerait mal la 
projection r; mais r\ donne r^, et par suite r; puis on abaisse 
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la perpendiculaire nt sur ?7). [nt, n'f) est la tangente demandée. 

Problème. % 

230. Déterminer l'intersection de deux surfaces de révolu- 
tion dont les axes sont parallèles : par exemple un cône de 
révolution et une sphère. 

Soient le c^neSAB 
et la sphère ayant 
pour centre [c, c'). 
D'une manière gé- 
nérale , il faut pren- 
dre des plans auxi- 
liaires qui soient 
perpendiculairesaux 
ares parallèles afin 
d'obtenir des cercles 
pour Bections; ainsi 
tout plan perpen- 
diculaire à Taxe du 
cône coupera chaque 
surface donnée sui- 
vant un cercle pro- 
jeté en vraie gran- 
deur sur le plan 
horizontal; le plan 
d'e' coupe la sphère 
suivant un parallèle 
de rayon de, et le 
cône suivant un pa- 
rallèle de rayon se; 
mais les deux cir- 
conférences se cou- 
pent en fei g; donc 
les points (/*,/"') et 
[g, g') appartiennent 

Lire BUT le dessin ft-, au lieu de 57. ^ ChaqUC SUrfaCC 

donnée, et par suite à Tintersection demandée. 

Pour obtenir le point le plus élevé de Fintersection et le point 
le plus bas , il suffit d'amener, par une rotation , le centre de la 
sphère en (c^, c'j) dans le plan du méridien principal du cône, 
et de décrire du centre c' une circonférence de grand cercle ; elle 
coupe la génératrice extrême en h\, ce qui fait connaître h; 
le point {hi, h\) ramené dans le méridien se devient (h, h'). 
On obtient de même le point (i, i'). 

Digitized by VjOOQ IC 




11« PARTIB. — EXERCICES 151 



EXERaCES SUR LA DEUXIÈME PARTIE 



Chapitre II. 

166. Déterminer le contoar apparent d'an cône de révolution limité, connais- 
sant les projections de la hauieur et le rayon de la base. 

167. Sans recourir aux traces du cône , déterminer les génératrices de contour 
apparent d'un cône de révolution, connaissant les projections de l'axe et l'angle 
que les génératrices forment avec cet axe. 

168. Déterminer le contour apparent d'un hyperboloïde de révolution à axe 
vertical, connaissant l'axe et une génératrice. 

169. Une courbe quelconque est donnée par ses projections , on la fait tourner 
autour d'un axe vertical ; on donne la projection horizontale d'un point de la 
snrfaçe engendrée par la rotation de la courbe , et l'on demande la projection 
verticale du même point. 

170. Déterminer le contour apparent de la surface engendrée au n« 169. 

171. Une drconférence est située dans un plan perpendiculaire au plan ver. 
tieal et dont la trace verticale coupe sèy; on connaît le centre et le rayon do 
la circonférence : on demande le contour apparent du tore engendré par un 
cercle de rayon donné dont le centre décrit la circonférence donnée , et dont le 
plan est constamment perpendiculaire à cette circonférence. 

172. Une droite s'appuie sur une circonférence placée sur le plan horizontal 
et snr une droite parallèle à a^ et située dans le plan vertici;! mené pnr le 
centre de la circonférence ; la génératrice rectillgne reste contenue dand un plan 
de profil : quel est le contoar apparent de la surface engendrée [QéomMrie, 
680 ] ? quel est le contour apparent de cette surface sur un plan de profil , puis 
sur un plan vertical quelconque ? 

178. On trace un losange cCbcd sur le plan horizontal; la diagonale ac est 
perpendiculaire à la ligne de terre; a et c' sont sur xy, tandis que 6' et d! 
sont au-dessus et équidistants de cette ligne ; on divise deux côtés opposés du 
losange en un même nombre de parties égales ; on Joint deux & deux les points 
de division par des droites dont les projections horizontales sont parallèles entre 
elles : on demande le contour apparent de la surface engendrée 1» sur le plan 
vertical ; 2» sur un plan de profil. 

174.' Quelle est la trace horizontale de la surface envisagée au numéro 173? 

175. Deux droites parallèles au plan vertical ont des projections verticales 
concourantes ; elles servent de directrices à une génératrice rectillgne qui s'ap- 
puie sur chacune d'elles en restant dans un plan de profil. On demande : 1« la 
particularité que présentent les projections des génératrices sur un plan de 
profil; 2« la trace horizontale de la surface engendrée par la génératrice recti- 
llgne. 

176. Quel est le contour apparent d'un cône de révolution limité qui repose 
sur le plan horizontal par une de ses génératrices ? On connaît l'angle que Taxe 
forme avec les génératrices et la génératrice dé contact sur le plan horizontal. 

177. Quel est le contour apparent d'un cône de révolution limité , tangent aux 
deux plans de projection ? On connaît la génératrice de contact sur un des plans 
de prc^ectlon. 
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Chapitre III. — Plans tangents. 

178. Par un point donné mener un plan tangent À un cylindre de révolution 
dont on connaît l'axe et le rayon. 

^ 179. Mener un plan parallèle à une ligne donnée et tangent à un cylindre 
dont on connaît la direction des génératrices et une directrice contenue dans 
un plan quelconque. 

180. A un cylindre de révolution donné .par son rayon et les projections de 
l'axe , mener un plan tangent parallèle à une droite doimée. 

181. Déterminer les génératrices de contact d'un cylindre de révolution dont 
l'axe est horissontal et d'un plan tangent parallèle à une droite donnée. 

182. Déterminer les génératrices de contact d'un cylindre de révolution dont 
Taxe est horizontal et d'un plan tangent mené par un point donné. 

183. Parallèlement à une droite donnée mener un plan tangent à un cdne de 
révolution dont l'axe est vertical. (Cas particulier de l'exercice 185.) 

184. Par un point donné mener un plan tangent & un cône de révolution dont 
l'axe est veirtical. (Cas particulier de l'exercice 186.) 

185. Un cône de révolution est défini par les projections de son axe, et l'angle 
que cet axe forme avec les génératrices ; mener .à ce eône un plan tangent qui 
soit parallèle à une droite donnée. 

186. Au cône du numéro 185 , mener un plan tangent par un point donné. 
- 187. Par un point donné mener un plan tangent à deux sphères données. 

188. A deux sphères, mener un plan tangent qui soit parallèle à une droite 
donnée. v 

189. Mener un plan tangent à trois sphères données. 

190. Mener un plan équidlstant de quatre sphères données. 

191. Par un point donné mener un plan équidistant de trois sphères données. 
Ï92. Par une droite donnée mener un plan équidistant de deux sphères don- 
nées. 

193. Déterminer les projections de la courbe dé contact d'un ellipsoïde de 
révolution et du cylindre circonscrit dont les génératrices sont parallèles à une 
droite donnée ; déterminer directement les axes de la projection horizontale de 
la courbe de contact. 

194. Déterminer les projections de la courbe de contact d'un cône circonscrit 
à un ellipsoïde ou à un paraboloïde de révolution; le sonmiet du cône est donné. 

195. Parallèlement à un plan donné mener un plan tangent à un hyi>crbo- 
loïde de révolution. 

196. Par une droite horizontale mener un plan tangent & un tore. 

197. Par un point de la surface mener un plan tangent au conoïde. (Exer- 
cice 172. ) 

198. Môme problème pour la surface de l'exercice 169. 
- 199. — pour celle de l'exercice 173. 

200. Dans quel cas peut-on mener un plan tangent à deux cylindres , et com- 
bien y a-t-il de solutions lorsque la trace horizontale de chaque cylindre est une 
courbe fermée? 

201. Dans quel cas peut-on mener un plan tangent commun à un cylindre et 
à un cône? 

202. Même question pour deux cônes quelconques. 

-• 
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203. Mener un plan .tangent commun à une sphère et & un cylindre de révo- 
lution. 

204. Mener un plan tangent commun à une sphère et à un cône de révolution. 

205. D'après les lois de la réflexion, on sait que le rayon incident, la normale 
et le rayon réfléchi sont dans un même plan et que l'angle de réflexion est égal 
& celui d'incidence : déterminer sur une sphère le point pour lequel le rayon 
réfléchi est perpendiculaire au plan vertical, le rayon lumineux devant être 
parallèle à une ligne domiiée. 

206. Même problème, lorsque le rayon lumineux doit passer par un point 
donné. 

Chapitre IV. — Sections planes. Développement. 

207. Déterminer la section d'un cylindre quelconque par un plan mené par 
xy et un point. 

208. Déterminer la section d'un hyperboloYde de révolution par un plan mené 
par le centre du collier, et dont l'inclinaison sur le plan horizontal égale celle 
des génératrices par rapport à ce plan horizontal. 

209. Déterminer la section plane d'un cône quelconque par un plan perpen- 
diculaire au plan vertical ; développer le cône en considérant la surface donnée 
comme une pyramide d'un assez grand nombre de côtés. 

210. On donne un cône oblique à base circulaire, dont la ligne qui joint le 
somihet au centre de la base est parallèle au plan vertical ; par suite les géné- 
ratrices de contour apparent s'a' et s'b' sont aussi parallèles à ce plan de pro- 
jection. Quelle est la section de ce cône par un plan perpendiculaire au plan 
vertical et qui fait avec s'a' le même angle que ab' fait avec xyt Déterminer 
la vraie grandeur de la section. 

211. Un cylindre de révolution de rayon donné a pour axe la ligne de terre; 
ii est coupé par un plan dont une des traces fait un angle de SO» avec ocy, et 
dont l'autre fait un angle de 60» avec la même ligne : quelles sont les projections 
de l'intersection? 

212. Détenniner la section d'un tore par un plan parallèle au plan vertical 
et tangent au tore en un point du cercle de gorge. 

213. Déterminer la section d'un tore par un plan perpendiculaire au plan 
vertical et bi-tangent au tore. 

214. Déterminer la section d'un corps quelconque de révolution par un plan 
quelconque. 

215. Déterminer les axes de la section elliptique de l'hyperboloïde de révolu- 
tion. [ N» 218. ] 

216. Déterminer les points où une droite donnée rencontre les surfaces sui- 
vantes : 

(a) Un cylindre, donné par sa trace horizontale et la direction d'une géné- 
ratrice. 

ib) Un cône, donné par sa trace et par son sommet. 

(c) Une sphère , en employant le grand cercle mené par la droite donnée. 

217. Même problème ; on a pour surface : (d) un ellipsoïde de révolution. 
(é) Un hyperbololde de révolution donné par son axe et une génératrice. 
(/) Un ellipsoïde à trois axes inégaux. 

218. Même in-oblème. Le conoïde défini à l'exercice 172. 
(g) La droite est parallèle au plan directeur. 

Où Elle est parallèle à la base. 
«) Bile est q^uelconque. 
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S19. Déterminer la section d*un cône de rérolutlon ayant^ pour axe la ligne 
de torro , par un plan parallèle à a^, et également incliné sur chaque plan de 
projection. 

220. lo Déterminer la section d*un cône de révolution À axe vertical , par un 
plan quelconque relativement aux plans de projection. 

2o Déterminer le contour apparent de la surface engendrée par le périmètre 
de la section, en tournant autour de l'axe du cône avec une inclinaison con- 
stante. 

221. Un cône de révolution a Taxe vertical; sa hauteur égale le rayon du 
cercle de base , et ce cercle est tangent à xy : on demande la vraie grandeur de 
la section de ce cône , supposé illimité , par un plan parallèle au plan vertical , 
et tangent à la circonférence de base. 

222. Déterminer la section d'un hélicoYde normal à son axe, par un plan qui 
coupe cet axe obliquement. L'axe de l'hélicoïde donné est perpendiculaire au 
plan vertical de projection, et le plan sécant est vertical. 

228. Déterminer la section d'un hélicoYde gauche {Géométrie, n* 615) : !<> par 
un plan horizontal ; 2» par un plan parallèle au plan vertical ; S» par un point 
de la surface ; mener un plan tangent à cet hélicolde. 

224. Un carré étant donné, on le replie de manière & former une surface 
cylindrique ayant pour génératrice une des diagonales du carré : quelle est la 
projection de cette figure sur un plan parallèle à la diagonale génératrice ? 

lo Cette diagonale doit diviser la projection en deux parties égales. 
20 Cette diagonale doit appartenir au contour apparent. 
Mener la tangente en un point donné de la projection verticale. 

225. Questions analogues : !• pour un cercle replié en surface cylindrique ; 

20 Pour une hyperbole équilatère qu'on enroule sur un cylindre de révolution , 
de manière qu'une des asymptotes soit sur la génératrice qui se projette sur 
l'axe relativement au plan vertical. 

226. On donne un cylindre vertical de révolution et deux points hors de cette 
surface; un fil tendu réunit les deux points en faisant un tour complet du 
cylindre : quelles sont les projections du fil minimum qui Joint les deux points? 

227. Sur un cône de révolution quel est le chemin minimum pour aller d'un 
point donné d'une génératrice à un autre point aussi donné de la même ligne , 
en rencontrant toutes les génératrices ? 

228. Sur le plan d'un cercle , on prend un point donné pour sommet d'un cône 
de révolution sur lequel on enroule le plan. Quelle est la projection de la 
courbe que donne le cercle enroulé? et mener la tangente en un point de la 
courbe obtenue. 

Chapitre V. — Intersection des surfaces. 

229. Déterminer l'intersection de deux cylindres de révolution dont les axés 
se coupent rectangulairement , et dont les rayons sont inégaux; tracer le déve- 
loppement des cylindres. 

280. Déterminer l'intersection d'un cône et d'un cylindre : 
1" Dans le cas où il y a arrachement ; 
2o Dans le cas où il y a pénétration ; 

So Dans le cas où un des plans auxiliaires se trouve tangent à la fols aux. 
tracés horizontales des deux surfaces données. 
231. Déterminer rinterscction d'un cône oblique à base circulaire et d'une 
' sphère qui a la base du cône pour un de ses petits cercles. ^ 
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282. Déterminer rintersection de denx cylindres de révolution ; Tnn d'eux est 
vertical et l'autre horizontal ; le rayon de ce dernier n'est que la moitié de celui 
du premier, et une de ses génératrices de contour apparent est tangente à la 
trace horizontale du cylindre vertical. 

283. Un cône et nn cylindre de révolution dont les axes de révolution se cou- 
pent à angle droit étant donnés, chercher l'intersection des deux surfaces, et 
développer le cône dans chacun des cas suivants : 

l» Le cône pénètre dans le cylindre. 

2o Le cylindre pénètre dans le cône. 

S» Sur un plan de profil , les génératrices extrêmes du cône sont tangentes à 
la «Irconférence que donne le cylindre. 

4« Déterminer l'Intersection de deux cônes de révolution drconsorits à la 
même sphère. 

234. 10 Déterminer l'intersection d'un cône quelconque et d'une sphère ayant 
pour centre le sommet du cône. 

2» Développer le cylindre projetant la courbe d'intersection sur le plan hori- 
zontal. 

8* Développer le cône en utilisant la transformée obtenue par le développe- 
ment du cylindre projetant l'intersection. 

235. Déterminer l'intersection de deux corps de révolution dont les axes sont 
parallèles. 

236. !« Déterminer la pénétration d'un prisme droit & base carrée dans une 
sphère : une des diagonales est perpendiculaire au plan vertical mené par le 
centre de la sphère; elle égale le rayon, et le centre de la sphère se projette 
sur une des extrémités de cette diagonale. 

2e Mener la tangente à la courbe d'intersection et développer le prisme. 
287. Problème analogue , en remplaçant la sphère par un cône de révolution.' 

238. On prend la section droite d'un cylindre de révolution illimité pour 
directrice d'un cylindre oblique au premier : quelle est l'Intersection des deux 
surfaces cylindriques ? 

239. Un hémisphère creux a le grand cercle qui le termine parallèle au plan 
vertical; ce grand cercle sert de directrice à un cylindre dont on connaît la» 
direction des génératrices. 

t* On demande la courbe d'intersection de l'hémisphère et du cylindre. 

2» Étant donnée la projection verticale des génératrices du cylindre, déter- 
miner leur projection horizontale, de manière que la courbe d'intersection ait 
pour projection verticale une ligne droite. 

240. Déterminer l'intersection d'un cône et d'un cylindre oblique. 
1» Les deux surfaces ont une circonférence commune. 

2« Les deux surfaces sont tangentes & la même sphère et ont une génératrice 
commune. 

241. Déterminer l'Intersection d'une sphère et d'un cône droit à base ellip- 
tique. 

242. Déterminer l'Intersection d'un cylindre oblique h base quelconque et d'un 
hyperbololde de révolution donné par son axe et une de ses génératrices. 

243. Déterminer l'Intersection d'une surface de révolution & axe vertical et 
d'un cylindre oblique à trace horizontale circulaire. (Procédés divers qu'on peut 
employer.) 

244. Déterminer l'intersection d'un ellipsoïde à trois axes inégaux et d'un 
cylindre oblique h base quelconque. 

246. Déterminer l'intersection d'un cylindre de révolution dont l'axe est ver- 
tical et d'un cône droit défini comme il suit : la base du cône est une hyperbole 
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éqnilatère qui a pour axe tranaverse }fi diamètre du cercle de base du cylindre 
qui se trouve perpendiculaire à xy. 

246. Deux cônes de révolution ont des génératrices également Inclinées sur 
l'axe ; les traces horizontales de ces deux cônes sont deux circonférences inégales : 
déterminer Tintersection de ces cônes dans tous les cas qui x)euvent se présen- 
ter; ainsi, les circonférences sont : 1» concentriques; 2» intérieures, mais excen- 
triques ; 80 tangentes Intérieurement ; 4o sécantes ; 5o tangentes extérieurement ; 
6« extérieures sans se rencontrer. 

247. La ligne des centres de deux cercles qui se coupent dans un même plan 
horizontal est parallèle h ooy; l'un de ces cercles sert de directrice à un cône de 
révolution et l'autre à un cjlindre oblique dont les génératrices parallèles au 
plan vertical ont sur le plan horizontal la même inclinaison que les généra- 
trices du cône : on demande l'intersection des deux surfaces. 

248. Trouver un point d'où les trois côtés d'un triangle soient vus sons un 
angle donné, moindre que 120o. 

Problèmef relatifs à la sphère. 

249. Circonscrire une sphère & un tétraèdre donné. [Exercice 81.] 

250. Inscrire une sphère dans un tétraèdre donné. [Exercice 128.] 

251. Trouver la plus courte et la plus longue distance entre deux sphères 
de position quelconque par rapport aux plans de projection. 

, 262. On donne trois points, non en .ligne droite : de l'un de ces points comme 
centre décrire une sphère qui passe à égale distance de chacuh des deux autres. 

253. Détemainer le centre et le rayon d'une sphère équidistante de dnq points 
donnés. 

254. Trouver le point conmiun à trois sphères données. 

265. Avec un rayon donné, décrire une sphère tangente à trois sphères don- 
nées. 

266. Par trois points donnés , faire passer une sphère qui soit tangente : - 
lo à un plan donné ; 2» à un cylindre de révolution de rayon donné , et dont 
Taxe est parallèle au plan des trois points. 

257. Problème analogue. La sphère qui passe par trois points donnés doit 
être tangente & une sphère donnée. 

268. Par trois points faire passer nue sphère qui soit tangente à une droite 
donnée. 

259. Par deux points faire passer une sphère qui soit tangente à deux plans 
donnés. 

260. P^r un point donné mener un plan qui rencontre chaque plan de pro- 
jection sous des angles donnés (en employant des sphères auxiliaires). - 

261. Résoudre directement le sixième cas des trièdres : on connaît les trois 
dièdres. 

262. Déterminer la vraie distance sphérlque qui sépare deux points donnés 
par leur projection horizontale , le centre et le rayon de la sphère étant connus. 

263. Trouver les projections d'un grand cercle perpendiculaire au milieu de 
l^rc qui joint deux points donnés sur une sphère. 

264. Déterminer les projections du petit cercle qui passerait par trois points 
donnés d'une sphère; 

1© Trouver le rayon du cercle par rapport au plan qui le contient ; 
2* Trouver les projections du pôle de ce cercle. 
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269. On donne un triangle : décrire une sphère, d'un rayon donné, qui soit 
tangente à chaque côté du triangle. 

266. X7n plan est parallèle à xy. Décrire une sphère qui coupe chaque plan 
de projection et le plan donné de manière que la section soit un cercle d'un 
rayon donné; la projection horizontale du centre de la sphère se trouve sur 
une ligne tracée sur le plan horizontal. 

267. D'un point donné comme centre , décrire une sphère qui intercepte sur 
un plan donné quelconque par rapport aux plans do projection un cercle d'un 
rayon donné. 

268. Par un point donné dans une sphère, mener les plans qui déterminent 
la plus grande et la plus petite section. 

269. Par un point donné dans une sphère , mener un plan qui détermine une 
section de grandeur donnée , et trouver la trace horizontale d'une surface tan- 
gente & toutes les sections égales menées par le point donné. 

270. Par un point de l'intersection de deux sphères, mener un plan qui déter- 
mine deux cercles égaux. 

271. D'un point donné comme centre , décrire une sphère équldistante de deux 
plans donnés quelconques par rapport aux plans H et V. 

272. D'un point donné comme centre , décrire une sphère qui soit tangente & 
une droite donnée. 

273. D'un point donné comme centre, décrire une sphère qui intercepte, sur 
une droite donnée, une longueur donnée. 

274. Avec un rayon donné décrire une sphère qui intercepte, sur les plans 
de projection et sur un troisième plan , des cercles égaux entre eux et d'un rayon 
donné. 

275. Déterminer les points où une di'oite perce le cône circonscrit à deux 
sphères données. 

276. Par une droite donnée faire passer un plan qui intercepte, sur une 
sphère , un cercle de rayon donné. 

277. Mener un plan tangent commun à une sphère et à un cylindre quel- 
conque donné par sa trace horizontale et une génératrice. 

878. Jkfener un plan tangent à une sphère et à un cône quelconque donné par 
sa trace horizontale et son sommet. 

279. Deux plans verticaux se coupent; dans chacun d'eux est tracée une 
droite ; décrire une sphère tangente aux deux plans et dont les points de con- 
tact soient sur les droites données. . 

280> On donne deux sphères , et sur chacune d'elles un grand cercle dont le 
plan est vertical : décrire une sphère tangente aux deux premières et dont les 
points de contact soient sur les grands cercles donnés. 
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PLANS COTÉS 



§ I. — INTRODUCTION ET PRINCIPES 

231. La méthode des plans côtés a pour but de représenter les 
corps avec leur forme et leurs dimensions réelles à l'aide d'un 
seul plan de projection. Elle est surtout employée pour les corps 
qui ont un faible relief relativement à l'étendue de leur projec- 
tion horizontale ; c'est ce qui a lieu notamment pour les terras- 
sements, les fortifications, le tracé des routes et des canaux. 

Le plan de projection est toujours horizontal, on le nomme 
plan de comparaison. Autrefois , dans la topographie militaire , 
on le prenait au-dessus des points considérés; mais aujourd'hui 
on fait choix d'un plan situé au-dessous de la surface étudiée. 

232. Définition. On nomme cote d'un point la valeur numé- 
rique qui exprime la longueur de la projetante de ce point. On 
appelle altitude la distance du point à la surface de la mer. 
Dans l'exécution des travaux on emploie fréquemment le mot or- 
donnée pour cote ou altitude. 

On nomme cote négative la cote d'un point situé au-dessous 
du plan choisi. On appelle cote ronde toute cote exprimée par 
un nombre entier. 



a/u pointa 

233. Un point se représente par sa projection horizontale 
et par sa cote. 





Si , par exemple , la projection du point A égale 7 unités , ce 
point sera représenté comme il suit sur le plan h, 
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Potttîons^n poîBt. Le point ne peut avoir que trois positions : 
h est au-dessus du plan de comparaison, 
c est sur ce plan , et d est au-dessous. 

D'une manière générale, pour repré- 
senter une figure quelconque , on projette 
ses principaux points sur le plan de com- 
paraison , et on indique la cote de chacun d'eux. Le plan de com- 
paraison indiquant les cotes des points projetés a été désigné 
par le nom de 'plan coté; et la méthode elle-même , qu'il s'agisse 
de la représentation des lignes , des plans ou des surfaces courbes, 
est connue sous la dénomination de méthode des plans cotés. 

234. Èohelle graphique. V échelle du plan coté est l'échelle 
de reproduction employée pour les longueurs en projection ho- 
rizontale ; on l'appelle aussi échelle graphigue pour la distin- 
guer de YécheUe de pente d'une droite [n» 239], et de V échelle 
de pente d'un plan [n® 248]. Nous indiquons l'échelle graphique 
par e. g. 

De la droite. 

235. Représentation de la droite. Une droite se représente 
par sa projection horizontale sur le plan de 
comparaison , et par les cotes de deux de ses f^j''-^n.mj ^ 
points. Ainsi ab est la projection d'une droite t/^^---^^^ 
AB de l'espace; 9,5 est la cote du point A, et a^^--^ 

6 est celle du point B de l'espace. '' 

Remarque. Les problèmes relatifs à la droite peuvent être ré- 
solus graphiquement ou numériquement. 

Dans le premier cas, on rabat le plan . ^^^^ 

projetant sur le plan de comparaison [n^* 69 ^ -^^ "'"î^ ^ 
et 109, II] , en prenant la perpendiculaire V '"' ^ 

aX égale à 9 divisions 5 de l'échelle gra- \ 
phique [n® 234] , et la projetante 6B égale 
à 6 divisions. AB représente la droite de 
l'espace lorsque le rabattement est ef- 
fectué i. ^^ 

Dans le second cas , on évalue en nom- "*** 

bre la longueur de la projection horizontale ab en la mesurant 
à l'aide de l'échelle graphique, et on fait les calculs. 

i Les rabattements étant très -employés dans la méthode des plans cotés, on 
écrit simplement AB pour la ligne rabattue^ au liea de mettre A^Bj comme aa 
naméro 69. 
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236. Distances horizontale et verticale. On nomme distance 
horizontale de deux points donnés (a=::9,5) et (6 = 6) la lon- 
gueur de la ligne ah qui joint les projections 
de ces points; on la représente par d. Dans 
l'exemple donné , à Téchelle de 2 millimètres 
par unité, d=10. On nomme distance ver- 
ticale de deux points la différence des cotes 

de deux points ; on peut la représenter par h pour rappeler que 
c'est la hauteur d'un point par rapport à l'autre ; dans l'exemple 
cité, A= 9,5 — 6 = 3,5. 

237. Pente d'une droite. — La pente d'une droite est le 
rapport de la distance verticale à la distance horizontale de 
deux de ses points ; en d'autres termes , la pente d'une droite 
est le quotient obtenu en divisant la différence deh cotes de 
deux de ses points par la distance de leurs projections hori- 
zontales. 

D'une manière générale P = ^y 

' c'est la tangente trigonométrique 
^ de l'angle BAC que la droite forme 
avec le plan de comparaison. 

Pour exprimer la pente , il faut 
mesurer ab à l'aide de l'échelle 
graphique, soit rf = 15; comme 
h = i\ — 5 = 6, on a 

p = ^^=0,40. 

La pente est indépendante de la direction de la projection ho- 
rizontale ab sur le plan de comparaison. 

238. Module. On nomme module d'une droite l'inverse de la 

pente. 

1 d 
m = -=^7^; c'est la cotangente de l'angle BAC. 

15 

Dans l'exemple cité , m = -^ = 2,5. 

Vérification. Par définition on doit avoir: mxp = l; en 
effet, 0,4X2,5 = 1. 

L'inverse de la pente ou j- est encore nommé intervalle par 

quelques auteurs. Lorsque /i = l, on dit: Vinlevvalle est la 





C 
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distance qu'il faut parcourir sur la projection horizontale d'une 
droite pour que les cotes rondes de deux points diffèrent d'une 
unité. 

239. Échelle de pente. L'échelle de pente d'une droite est la 
projection horizontale sur laquelle on a marqué des points à cote 
ronde. 

240. Graduer une droite, c'est déterminer sur la projection 
horizontale de cette ligne une suite de points à cote ronde; 
ainsi , graduer une droite c'est en déterminer l'échelle de pente. 

241. Diverses positions d'une droite. Par rapport au plan de 
comparaison , une droite peut être oblique , parallèle ou perpen- 
diculaire. 

1® La droite oblique est caractérisée par une projection rec- 
tiligne et paf deux cotes inégales ; 

2^ La droite parallèle au plan de comparaison est horizontale ; 
Vhorizontale est caractérisée par une projection linéaire et la 
cote d'un seul point , puisque cette cote est la même pour tous ; 

3<> La droite perpendiculaire a pour projection un seul point. 
Si cette droite est limitée, le point a deux cotes. 

La trace d'une droite est le point où cette droite perce le plan 
de comparaison ; c'est donc le point de cette droite qui a zéro 
pour cote. 

,^ ,^'^ 

242. Droites concourantes. Deux droites 
se coupent lorsque leurs projections se 
rencontrent et que le point de concours a 
la même cote sur chaque ligne. 

Théorème. 

243. Dei^ droites parallèles ont des projections parallèles 
et leurs pentes sont égales. 

Les projections sont parallèles [n® 26] ; puis les droites coupent 
le plan de comparaison sous le même angle; donc la pente 

ou g, tangente trigonométrique , est la môme pour chaque 

ligne. 

Remarque, De l'égalité des pentes on déduit celle des mo- 
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dules [no 238]; donc, si Ton prend eg=zab, la différence des 




y:/.s 



cotes e, g doit égaler celle des points a et 6; de même ac=fi. 



244. Réciproquement. Deux droites AB, EG sont parallèles, 
lorsque leurs projections ah, eg sont parallèles; que leurs 

_- et -^ 2r sont égales et que les graduations 



ab 




pentes 

sont dans le même sens. 

^45. Droites perpendioulaîres. Un angle droit s^ projette en 
vraie grandeur sur un plan lorsque Tun 
de ses côtés est parallèle à ce plan 
[no 32]; donc toute perpendiculaire 
à une horizontale a sa projection 
perpendiculaire à la projection de la 
première : si Tangle abc est droit , la 
ligne BG est perpendiculaire à AB. 

Théorème. 

246. Lorsque deux droites situées dans un même plan ver- 
tical sont perpendiculaires l'une à Vautre, 1® leurs projec- 
tions sont en ligne droite ; 2^ la pente de la première égale le 
module de la seconde; 3° à partir du point de concours les 
graduations sont de sens contraire, 

A Soient les droites perpendi- 

culaires AB, AC figurées sur le 
plan vertical qui les contient, 
BC étant horizontale. 



_^-.._ 



Bl^ 






-^c 



1^ Les deux droites étant dans 
un même plan projetant, on aura 
des projections telles que ba et 
^ « <^ ac en ligne droite. 

2o Abaissons la perpendiculaire AD sur Fhypoténuse , les pro- 
.priétés du triangle rectangle [Géométrie, 212] donnent: 
, AD_DG 

Bd~~ad 
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mais, par définition [n<> 237], ^ est la pente de AB; 

Dr 

et jp est le module de AC [n^ 238] , donc... 

30 A partir de a, les graduations sont de sens contraire; dans 
Texemple donné, de a vers h comme de a vers c, les cotes 
vont en décroissant. 

Remarque. A l'aide des principes déjà exposés , on peut ré- 
soudre toutes les questions du paragraphe 2, u9 252 et sui- 
vants. 

Du plan. 

247. Représentation du plan. Dans la méthode des plans 
cotés , un plan se représente par deux horizontales cotées ou par 
sa ligne de plus grande pente. 

La ligne de plus grande pente est perpendiculaire aux.hori- 
fontales de ce plan. [Géométrie, 343, scolie.] 

248. Véchelle de pente d'un plan est Téchelle de sa ligne 
de plus grande pente ; on la représente 
par deux traits parallèles « afin de la 
distinguer des lignes ordinaires; d'ail- 
leurs, on ne trace pas les horizontales 
du plan. 

La projection ah de la ligne de plus 
grande pente est perpendiculaire aux 
horizontales du plan [n® 32]; par suite, 
ah suffit pour caractériser le plan P. 

Dans bien des cas le plan est déterminé par deux droites con- 
courantes ou parallèles , alors on opère directement sur les don- 
nées sans recourir à Téchelle de pente du plan. 

249. Diverses positions du plan. Par rapport au plan de 
comparaison , un plan peut être oblique , parallèle ou perpendi- 
culaire. 

1® Le plan oblique est représenté par son échelle de pente ou 
par deux droites concourantes ou parallèles. 

2^ Le plan parallèle au plan de êomparaison est horizontal , 
tous ses points ont même cote ; on le représente par une échelle 

tracée dans une direction ^^^^^^issss^ quelconque et n'ayant^ 

qu'une cote ; parfois même , pour un plan horizontal à cote 5 , on 
se borne à écrire : (P=5). 
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3° Le plan perpendiculaire est représenté par sa irace; on 
n'inscrit point de cote, parce que toutes les horizontales ont 
même projection. 

250. Perpendiculaire au plan. La projection d'une droite 
perpendiculaire à un plan est perpendiculaire à la trace de ce 
plan [no 37], c'est-à-dire à l'horizontale zéro, et par suite aux 
projections de toutes les autres horizontales ; donc la projection 
de la perpendiculaire a la même direction que l'échelle de pente 
de ce plan, et la perpendiculaire est elle-même perpendiculaire 
à l'échelle de pente de ce plan, puisque cette dernière ligne passe 
par son pied dans le plan ; de là , on déduit la remarque suivante : 

251 . Remarque, On connaît qu'une droite est perpendiculaire 
à un plan , lorsque sa projection est perpendiculaire aux hori- 
zontales du plan ; que les pentes de la droite et de l'échelle du 
plan sont inverses l'une de l'autre, et que ces deux lignes sont 
graduées en sens contraire. [N^ 246.] 



§ IL — PROBLÈMES SUR LA DROITE 

Problème. 

252. Trouver la vraie grandeur d'une (iroite et V angle 
qu'elle forme avec le plan de comparaison» 

Soit la droite ab, a=^Q^ 6:= 13. 

1° Graphiquement, On rabat la 
droite en AB , en prenant sur des per- 
pendiculaires aA = 6 , 6B = 13. AB est 
la vraie grandeur de la droite. 
' En menant AG parallèle à ah, l'angle 
BAC est l'angle demandé. 

2® Numériquement, Il faut mesurer 
ah à l'aide de l'échelle graphique, 
soit 10 unités sa longueur; /i = 7. 
Le triangle rectangle ACB donne : 

AB = vTlO)' + (7r^ = 12,20. 

, D'une manière générale AB = ^d^ -\-h^, 

La tangente de l'angle BAC=^ = i^^ = 0,7. 
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Problème. 

253. Bur une droite donnée, déterminer un point dont on 
connaît la cote. 

Soient la droite mn et 4 la 
cote du point dont on cherche la 
projection. 

1° Graphiquement, Rabattons 
la droite en MN en prenant 
wM = 5,2, nN=l,6 et mB=4; 
menons la parallèle BA : la pro- 
jetante- Aa fait connaître la pro- 
jection horizontale a du point '" ^ - - 

cherché. ^^ 

Remarque. MB est la différence des cotes des points Itf et A ; 
DN est celle des points A et N ; or on a : 

AB_MB 

AD""ND 
donc d est divisé en parties proportion- 
nelles aux différences des cotes; de là, on 
déduit la construction suivante : il faut 
prendre mM égale à (5,2 — 4), nN égale 
à (4—4,6), et joindre M à N. 

234. 2<^ Numériquement. Mesurons d à Téchelle graphique, 
soit d = 4,8. 

Désignons par a', m', n' les 
cotes des points A , M , N , pro- 
jetés en a, m, n. 

Les triangles rectangles MAB, 
MNO donnent : 



('■H 



?w 



NO' 



ou 



d'où 



_MB 
""MO 

m' —a' 



ma= 



a — n 
m' — n' 



\ 


1. B 









1 ^. • 

- — -i» — ----iK 


m! 


a' 


i 1 



m*5^ 



n^tS 



[a] 



Dans rexemple cité, ma = \^[f'^ 7"/) = 1,60. 
'^ 5,2 — 1,6 ' 

On aurait de môme na = if,^^r ' [ ^ ] 



m^^n 
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Bemarque. Lorsque la cote donnée a' est plus grande que 



V- 



/'e.y.sj 



-^N 



m', la projection a cherchée est 
à gauche de m, c'est Texemple 
donné; les triangles semblables 
BAM , ONM donnent encore : 

ON ""MO 
On trouve 



a m' — IV 
a' — m' au lieu de 
m' — a' ; pour n'avoir qu'une seule 
formule on écrit encore : 






Le numérateur sera négatif, et par suite le résultat sera affecté 
du signe — ; lorsque cette particularité se présentera, on por-. 
tera la longueur calculée vers la gauche de m. Ainsi, pour la 

cote 6, on trouve i'KMizl]-. 



5,2 — 1,6 



"1,06. 



Problème. 



4 






fe.sr.Sj 



-~^. 






■met 
5i 5 



T 



d 7t 

2 te 



255. Graduer une droite donnée par 
sa projection et les cotes de deux de 
ses points. 

1° Graphiquement. Après avoir ra- 
battu la droite en NM, on prend des 
cotes rondes, par exemple ma'=5, 
mb' = A, etc. 

On mène des parallèles à mn, puis 
les projetantes Aa, B6, Ce, etc. La 
projection mn ainsi divisée est Péchelle 
de pente de la ligne donnée. 

2® Numériquement. Dans la formule [a] numéro 254, on 
donne à a' les valeurs successives 5 , 4 , 3 , 2 , et Ton trouve la 
valeur numérique de ma, mb, me, md; d'ailleurs a6= 6c =cc^. 

Problème. 

256. Sur une droite donnée trouver la cote d'un point dont 
on connaît la projection a. 

1® Graphiquement. On opère le rabattement de la droite, puis 
on mène la perpendiculaire aA, et l'on mesure cette ligne à 
l'aide de l'échelle graphique. 
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2o Numériquement. On a trouvé : 
ma_ 'm'—a' r_o 9H11 



d'où 



^f^.^' - ma(m'—n') 



(e). 
On mesure ma et d, soit ma =3, 2; 

3,2x3,6 
4,8 ' 



d'où a'==5,2- 



^2,80. 



7/1 



%^ 




Problèmea 

257. Reconnaître si deux droites se coupent, et déterminer 
leur point d'intersection s*il y a lieu. 

Soient les droites ayant pour projec- 
tions ab et cd avec des cotes connues ; 
rabattons ces deux lignes en AB et CD ; 
pour que les lignes se coupent, il faut 
que mM=mM'. 

Remarque. Le cas le plus important, 
dans la pratique , est celui où les droites 
ont même projection. [Arpentage, 172 
et 173.] 

Problème. 

258. Par un point donné, mener une droite parallèle à une 
droite donnée. 

Soit à mener par le point 
a=3^5, une parallèle à BG; 
6=2,0=6,3. 

Par a on mène une parallèle 
à bc, on prend ad=bc, et 
on donne au point d la cote •*"* 

du point a augmentée de (c — b). La cote de d sera donc 
3,5+(6,3— 2) ou 7,8. 

Les deux lignes sont parallèles comme étant situées dans des 
plans verticaux parallèles, et ayant même pente. [N^ 244.] 

Problème* 

259. Par un point dont la projection est située sur le pro- 
longement de la projection d'une droite donnée, abaisser une, 
perpendiculaire sur la ligne donnée. 




d:,7.a 
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A 



\9 



:>(? 



6 5 ^j\ 

_l ! L_i_ 



f 



Soit hd, /i=3, rf=6 la 
droite cotée et c=2 le point 
donné. 

Graphiquement. On rabat 
la droite et le point en BD 
et C , on abaisse la perpendi- 
culaire CA et Ton gradue ca. 

[N«255.] 

Numériquement, ca est 



dans le prolongement de hd, et le module de ca égale la pente 

de M. [NO 246.] 

Donc fc = ^^' 

Problème. 

260. Déterminer Vangle de deux droites. 

Soient les 'droites projetées en 
ah,ac. Comme dans la méthode 
à deux projections , on effectue un 
rabattement à l'aide d'une hori- 
zontale du plan. [NO 118.] 

Sur ae déterminons le point c 
ayant 1 pour côte [n® 25.3] , hc est 
une horizontale ; à l'échelle gra- 
phique, prenons aa' égale 2 di- 
visions ; puisque les cotes de a et 
de h ont 2 pour différence , da! est 
l'hypoténuse qu'il faut porter en dA. L'angle A est l'angle de- 
mandé. 

Remarque. A l'aide des rabattements on peut résoudre toutes 
les questions de géométrie plane. 




§ III. — PROBLÈMES SUR LE PLAN 

Problème. 

261. Déterminer l'échelle de pente d'un plan donné par 
trois points. 

Soient les points a=4; 6=0; c=6. 

Menons 6c; sur cette ligne déterminons un point d ayant même 
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cote que le point a [n^ 253] ; la droite 
ad est une horizontale du plan. Du 
point b abaissons la perpendiculaire 
be et divisons cette ligne en quatre 
parties égales, puisque les cotes de 6 
et de e diffèrent de 4 unités : be est 
Péchelle de pente du plan . [N» 248. ] 

Remarque. On procède d'une manière analogue lorsque le 
plan est donné par un point et une droite , ou par deux droites 
sécantes ou parallèles. 

Problèmea 




262. Déterminer ^intersection de deux plans donnés par 
leurs échelles de pente, 

!«>• Cas. Les échelles V et Q ont des 
projections concourantes. 

On mène des horizontales de même cote , 
le point a des horizontales 3 appartient à 
chaque plan et par suite à leur intersec- 
tion, il en est de môme de b. 

ab, avec les cotes 3 et 5, est l'intersec- 
tion demandée. 







263. 2« Ga*. Les projections des échelles de pente sont pa- 
rallèles. 

Dans ce cas , les horizontales des deux plans sont parallèles et 
l'intersection sera horizontale. 

Dans les plans donnés P et Q, me- 
nons des horizontales de même cote, 
par exemple, les horizontales 1 et 2; 
coupons-les par des parallèles ac, bd 
de direction quelconque; chacune d'elles 
ayant ses extrémités sur des lignes de 
même cote, on peut les considérer comme 
horizontales d'un plan auxiliaire R. de 
serait l'intersection de Q et de R [n<» 262]; 
ab, celle des plans P et R; le point o ap- 
partenant aux trois plans est un des 
points de l'intersection cherchée; par o il faut mener une hori- 
zontale mn; et cette ligne est l'intersection demandée. 



eJL. 

P 



■^ 



-i\ 






^'% 



\ll 



Sr'2 
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264. Remarque, Les points m et n doivent 
avoir même cote , donc ef et gh sont divisées 
en parties proportionnelles; cette remarque 
conduit à une construction très-simple. 

Il suffit de joindre deux à deux les points 
de même cote par des lignes telles que fg^eh; 
rhorizontale mon est Fintersection deman- 
dée, car elle divise ef et gh en parties pro- 
portionnelles. 

Remarque. Les droites horizontales eh=i , /'^=3 ne se ren- 
contrent pas , mais l'intersection o de leurs projections fait néan- 
moins connaître la projection mon de Tintersection demandée. 

Problème. 

265. Déterminer le point où une droite perce un plan 
donné. 

Soient ab Téchelle de pente du plan , et 
Jjr cd la projection de la droite donnée. Sur 
la droite et sur Téchelle il suffit de dé- 
terminer des points ayant même cote. 
Par la ligne donnée il faut mener un 
^iLc plan quelconque, chercher l'intersection 

des deux plans et le point où cette ligne 
"Xtf rencontre cd sur le point demandé. Pour 
cela , menons les horizontales af et bg du plan et deux parallèles 
cf, dg qui déterminent un plan auxiliaire ; ce dernier coupe le 
plan donné suivant fg; donc e est le point demandé. 

Vérification. Si Ton mène l'horizontale eh, il faut que la côte 
du point e de la ligne cd égale celle du point h du plan ab. 

Problème. 

266. Déterminer la distance d'un point 
à un plan. 

ç i^f'*) j_, Soient a=5 et P le point et le plan 

donnés. 

La droite qui mesure cette distance doit 
être perpendiculaire à la ligne de plus 
grande pente du plan menée par le point a 
/ 1 [n<> 250] , donc sa projection doit être 

A parallèle à de ; son module égale la pente 

^ du plan [no 251] ; et il faut la graduer en 

sens contraire. Pour déterminer le point g où elle perce le plan , 
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considérons ah comme l'échelle de pente d'un nouveau plan ; ce , 
plan couperait lé plan donné suivant meg [n9 264] ; donc g est le 
point où la perpendiculaire ag perce le plan P. 

ag est la projection de la plus courte distance; on aura sa ' 
grandeur à l'aide du calcul ou par un rabattemeut tel que AG. 

Problème. 

267. Par un point donné d mener un plan perpendiculaire 
à une droite ab. 

La question se traite comme la précédente, car tout revient 
à déterminer de. 

Problème. 

268. D'un point donné Othaisser une perpendiculaire sur 
une droite donnée, . 

Soient a6 et 0=1 la droite et le point 
donnés. 

Par le point c menons un plan cd per- 
pendiculaire à la droite ah [n^ 267]. Pour 
cela menons cd parallèle à ha et prenons 
pour module la pente de ha. Soit g le 
point où la droite perce le plan [no264]*; 
la ligne cg est la perpendiculaire de- 
mandée , CG en est la vraie grandeur. 

Remarque, On peut aussi rabattre le plan déterminé parc et 
ah en opérant comme au n<> 260 , et ce second moyen est même 
plus rapide que le premier. 

Problème. 

269. Déterminer l'angle de deux plans P e/ Q. 




(éf.Sj 



Procédons comme au n® 126. 

Coupons l'intersection AB de 
l'espace par un plan qui lui soit 
perpendiculaire, l'horizontale 3 
de ce plan s'appuiera sur ac, ad 
et sera perpendiculaire à ah 
[n<> 126]. Rabattons l'intersection 
en prenant 6B égale à la diffé- 
rence des cotes des points a et 6 ; 
abaissons la perpendiculaire ef et rabattons-la en eY : l'angle 
d¥c est l'angle demandé. 
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ProDiémCa 

270. Par un point donné dans un plan y mener dans ce 
' plan une droite ayant une pente donnée p. 

Soit le problème résolu, et efi la 
ligne demandée contenue dans le plan 
donné abc . 

1_ La pente de la droite ou p doit 
* 12 

.égaler i? ^^ 71'^ posons donc 

1 1 

p=-v,, d'où ^f=-* Ainsi du pointe comme centre avec une 

longueur égale à -, il faut décrire un arc qui coupe l'horizon- 

taie 2 ; les ligne ef, eg correspondent à la question. 

Remarque. La pente de la droite peut, au plus, être égale à 

celle du plan. [Géométrie, 343.] Pour avoir un rayon plus grand 

2 
il suffît de poser : ei=-« 

Problème. 

271. Par une droite donnée m>ener un plan qui ait une 
pente donnée p. 

Soit le problème résolu et ac le plan 
ayant la pente voulue , et passant par 
la droite donnée ab (a=2,6=5). 

Si Ton joint c, dont la cote est 5, au 
point b de même cote^ la droite cb 
doit être une horizontale du plan, et 
par suite être perpendiculaire à ac, 

5 2 5 2 

d'ailleurs pour oc on a -— =p; d'où ac=—--; donc du 

centre a, il faut décrire une circonférence avec le rayon calculé, 
et par le point b mener une tangente à la circonférence ; la ligne 
bc est une horizontale du plan. 
Il y a généralement deux solutions. 

§ IV. — SURFACES TOPOGRAPHIQUES 

272. On appelle courbe de niveau une courbe dont tous les 
points ont même cote : par exemple, la ligne suivant laquelle les 
eaux d'un lac rencontrent le sol. Les courbes de niveau sont les 
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horizontales de la surface terrestre , lorsque la surface considérée 
a peu d'étendue. ^^ 

273. La surface du terrain, parfois nommée 
surface topographique, n'est pas susceptible de 
définition rigoureuse ; aussi réserve-t-on généra- 
lement le nom de surface topographique à la 
surface conventionnelle qu'engendrerait une ligne 
plane convexe ab qui glisserait sur des courbes 
de niveau en* restant normale à chacune d'elles. 

Dans les applications , entre deux courbes de niveau assez rap- 
prochées et à peu près parallèles, ou considère la sur- 
face topographique comme engendrée par une droite cd 
qui glisse sur les courbes en restant normale à chacune 
d'elles. 

Enfin , dans le tracé des routes , la surface du sol qui 
doit être attaquée par le déblai ou recouverte par le rem- 
blai est aussi remplacée par une surface conventionnelle. [Ar- 
pentage, 203.] 

Problème. 

274. Déterminer V intersection d*un plan et d^une surface 
topographique» 

Soient le plan P et la surface 
représentée par les courbes de ni- 
veau-1, 2, 3, 4 et 5. 

Il faut mener les horizontales du 
plan de même cote. Les points a 
et b appartiennent au plan et à la 
surface, puis on joint deux à deux 
les points obtenus. 

Problème. 

275. Déterminer le point d'intersection d'une droite et d'une 
surface topographique. 

Soient la droite ef et la surface 
ayant pour directrices les courbes 
1,2,3,4. 

Par la droite menons un plan 
quelconque. Il suffit pour cela de 
mener par les points cotés 1,2,3,4 
des droites parallèles entre elles ; la 
surface et le plan auxiliaire ont pour intersection la ligne qbcd, 
donc g est le point où la droite ef perce la surface donnée. 
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Problème. 

276. Joincb^e deux courbes de niveau par une droite ayant 
une pente donnée. 

On procède comme au n*» 270. D'a- 
^^^""'IlZi-^y près ia pente donnée on calcule le 
module et Ton détermine la longueur 
ef qui doit correspondre à une diffé- 
rence de niyeau d'une unité, et d'un 
point e de Tune des courbes , on coupe 
la seconde avec Tintervalle ef pour rayon. 
Pour les applications /voir Arpentage, F. J.-O. P. 




EXERCICES SUR LA TROISIÈME PARTIE 



281. Connalsant l'écheUe graphique du dessin et l'échelle de pente d*nne 
droite , déterminer graphiquement Téchelle de pente d'une seconde ligne dont le 
module égale la pente de la première. 

282. Déterminer la trace d'une droite cotée. 

288. On donne un plan P et la projection a d'un point situé dans ce plan : 
déterminer la cote de ce point. — Un point est-il déterminé lorsqu'on connaît 
sa cote et le plan dans lequel il est contenu ? 

284. Graduer une droite donnée par sa projection et un plan dans leqnel elle 
est située. 

285. Déterminer l'intersection de deux plans dans les cas suivants : 

(a) Les projections des échelles sont dans le prolongement l'une de l'antre. 
(h) — — . ^ coupent sous un angle très-obtus. 

(c) Un plan vertical est donné par sa trace , l'autre est quelconque. 

(d) Un plan est quelconque et l'autre est horizontal (P = Sj4). 

286. Déterminer le point où une droite ab rencontre un plan donné dan3 les 
cas particuliers suivants : 

(a) Le plan est quelconque et la droite est verticale. 

(b) La droite est quelconque et le plan est horizontal. 

(c) La droite est quelconque et le plan est vertical. 

287. Par un point donné mener une parallèle à un plan donné, 

288. Déterminer le point commun & trois plans. 

289. Par un point donné mener un plan parallèle & un plan donné, 

290. Par un point mener un plan parallèle à deux droites non situées dans le 
même plan. 

291. Par un point mener un plan perpendiculaire à deux plans. 

292. Déterminer la distance de deux droites parallèles. 
293*. Trouver l'angle d'une droite et d'un plan. 

294. Trouver l'angle qu'un plan forme avec le plan de comparaison. 
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295. Par nn point donné mener. nne droite qui rencontre denx droites non 
situées dans nn même plan. 

396. Trois droites non concourantes denx à deux étant données, mener nne 
droite parallèle à la' première et qui s'appuie sur les deux autres. 

297. Trouver la plus courte distance de la ligne de terre & nne droite donnée. 
(École centrale.) 

298. Déterminer la plus courte distance de deux droites non situées dans le 
même plan. 

299. Dans un plan P, un point est donné par sa projection horizontale : de 
ce point comme centre décrire une circonférence avec un rayon donné. 

300. Par trois points faire passer une circonférence. 

301. Trouver la trace d'un cône de révolution dont on connatt l'axe et l'angle 
qu'il forme avec les génératrices. 

802. Trouver l'intersection d'une pyramide par»nn plan quelconque. 

808. Un cylindre est défini par sa trace et une de ses génératrices : d'un point 
donné mener un plan tangent à ce cylindre, 

804. Mener nn plan tangent à une surface cylindrique parallèlement à une 
droite donnée. (École centrale, examen oral.) 

305. Trouver l'intersection d'une droite et d'une sphère, (école centrale, 
examen oral.) 

806. Un cercle situé dans le plan de comparaison est la base d'un cône droit , 
dont le sommet est coté 12 ; on donne un plan par son échelle de pente : on 
demande l'intersection du cône et du plan. (École centrale, examen oral, 1867.) 
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APPLICATIONS DIVERSES 



CHAPITRE I 



TRACE DES OMBRES 



277. Dans un milieu hooiogène, la lumière se. transmet en 
ligne droite. 

On appelle rayon lumineux toute direction rectiligne suivant 
laquelle la lumière se propage ; par suite , toute droite partant 
d'un point quelconque d'un corps lumineux représente un 
rayon. 

Quelle que soit l'hypothèse faite sur la nature de la lumière, 




XI 



-^^ 
^i^ 






ii 



il/ 



on admet dans les applications géométriques les expressions 
suivantes ; Les rayons lumineux émanent des corps lumineux ; 
la lumière traverse les corps transparents, mais elle est ar- 
rêtée par les corps opaques; on dit encore : Les corps opaques 
interceptent les rayons lumineux qui les^ rencontrent. 

V ombre est l'obscurité que cause l'interception des rayons 
lumineux. 
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Deux cas principaux se préseatent : 

i^ Le corps est éclairé par un point lumineux; 2<> le corps est 
éclairé par des rayons parallèles. 

Prenons une sphère comme corps opaque; suivant les cas,' les 
rayons lumineux tangents à la sphère forment un cône ou un cy- 
lindre circonscrit ; la courbe de contact BGDE est une circonférence 
dont le plan est perpendiculaire au rayon lumineux qui passerait 
par le centre de la sphère. Tous les rayons compris dans la partie 
conique ou cylindrique L.BCDE, sont interceptés par le corps 
opaque ; par suite la région IBCDJ, limitée par les rayons tangents, 
ne reçoit pas directement de lumière , et ce tronc de cône obscur 
(ou de cylindre) qui s'étendrait indéfiniment vers la droite est 
Vombre causée par l'interception des rayons lumineux compris 
dans L.BCDE. Tout corps compris dans la région obscure 
IBCDEJ est dans Tombre , et c'est ce qui a lieu pour la partie 
sphérique BCDEG et pour mn du plan MN. 

278. Le tracé des ombres a pour but de déterminer sur une sur- 
face donnée la ligne qui sépare la partie éclairée de la partie qui: 
n'est pas rencontrée directement par les rayons lumineux. 

Relativement au tracé, on distingue deux sortes d'ombre : 
BCDEG est Vombre propre de la sphère, et mn est Vombre 
portée par la sphère sur le plan MN. 

Pour les surfaces courbes , la ligne d*ombre propre est le lieu 
géométrique des points de contact des rayons lumineux tangents 
à la surface. Pour les surfaces polyédriques, la ligne d'ombre 
propre est la suite des arêtes qui séparent les faces éclairées 
de celles qui sont dans l'ombre. 

La ligne d'owôre portée est le lieu géométrique, sur la surface 
considérée, des traces des rayons lumineux qui déterminent 
l'ombre propre du corps qui produit l'ombre portée. 

279. Vombre au flambeau est l'ombre qu'on obtient en éclairant 
par un point lumineux le corps considéré. Quelle que soit la 
forme du corps étudié , l'ensemble des rayons qui déterminent 
l'ombre propre se nomme cône circonscrit. 

Vombre au soleil est l'ombre obtenue lorsque le corps est 
éclairé par des rayons parallèles ; à cause de la grande distance 
du soleil à la terre , les rayons émis par Tastre lumineux sont 
considérés comme parallèles. 

Dans les applications , on s'occupe surtout de l'ombre au soleil-; 
et sauf indication contraire, c'est la seule que nous considérerons 
dan^ les exercices suivants. 

* 
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L'ensemble des rayons parallèles qui déterminent Tombre 
propre se nomme cylindre circonscrit. 

Pour plus de généralité dans la solution des problèmes , nous 
supposerons que le rayon lumineux a une direction quelconque ; 
mais dans le dessin le rayon R^ est dirigé suivant la diagonale 







ah d'un cube dont deux faces sont parallèles au plan horizon- 
tal et deux autres au plan vertical; par suite, la projection ver- 
ticale R' est dirigée de gauche à droite et fait un angle de 45<> 
avec ooy; la projection horizontale fait aussi un angle de 45® avec 
la ligne de terre. 

La recherche de Tombre propre est une question de plans 
tangents [2® partie, chap. m , n» 186] ; la recherche de Tombre 
portée dépend de Tintersection des surfaces [2® partie, chap. iv, 
no200, et chap. V, n® 220]. 

Problème. 

280. Déterminer Vomhre portée par un point : i^ sur un des 
plans de projection; 2<* sur un plan quelconque. 
^ La direction des rayons lumineux est indiquée par R,R'. 



lAl 



: \ 



y A. 



/i^ A' 



XR 



Soit [a, a') le point donné. Le rayon lumineux mené par ce 
point rencontre le plan horizontal en h; donc le point h est 
Fombpe portée sur le plan horizontal [aja'). 
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(6, 6') porte ombre sur le plan verti- 
cal, parce que le rayon BVH rencontre 
en premier lieu le plan vertical. 

2» Soient le point (c, d) et le plan PaP'. 
Par [c,d) menons une parallèle à (R , R') , 
et cherchons le point [d, dH) o\x qq rayon 
[cd, dd') perce le plan donné. Le point 
\d,d') estrombre portée cherchée. 

Problème. 

281. Déterminer V ombre portée par « 

une droite : i^ sur les plans de projection; 2<> sur un plan 
quelconque. 

Les rayons lumineux parallèles entre eux, menés par les divers 
points de la droite, sont dans un même plan; le problème 
revient donc à déterminer les traces d'un plan donné f ir deux 
droites, et à chercher Pintersection de ce plan et du p^n 
donné. 

lo i*^ Exemple, Soit la droite [ab, a'b') ; par les points extrêmes 
menons des parallèles à (R,R'); les traces c et d sont sur un 
même plan de projection, donc cd est la trace horizontale du 
plan mené par AB et AG , ainsi cd est Pombre portée par AB sur' 
le plan horizontal. 




^Exemple. Pour la droite EF, le rayon EG perce le plan hori- 
zontal et FL rencontre d'abord le plan vertical; déterminons néan- 
moins la trace horizontale /i du rayon FL; la droite (;/i serait Pombre ' 
portée sur le plan horizontal si le plan V était suffisamment re- 
culé. Donc a est le point où le plan mené par EF,EG rencontre 
la ligne de terre; il appartient donc à la trace verticale^ et il 
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suffit dé joindre aV; Tombre portée est constituée par la ligne 
brisée gaU, Comme "vérification, il faut que «/' passe par la trace 
verticale de EG. 

2o Soient PaP' le plan quelconque et MN la droite donnée. On 
«procède d'une manière analogue au i^^ cas. 

Le rayon lumineux 
mené par (m, m') 
rencontre d'abord le 
plan vertical au point 
(a, o'); mais le 
rayon mené par 
(n, n') perce le plan 
PaP' au point [b,b'). 
Or, si le plan n'exis- 
tait point, le rayon 
NB aurait c' pour 
trace verticale , et 
a'c^ . serait l'ombre 
de la droite, donc 
a'xT appartient à l'ombre; puis il faut joindre d'b' ; ensuite. on 
détermine la projection horizontale adb de l'ombre portée. 

Problème. 

282. Déterminer Vombre parlée sur les plans de projection 
par une courbe quelconque. 
Par divers points de la courbe il faut mener des rayons lumi- 





neux, chercher la trace de chacun d'eux et joindre les points 
ainsi obtenus par un trait continu. 

Soit la courbe (arf,a'(f ), on trouve efmgh pour ombre portée 
sur le plan horizontal; mais les rayons lumineux menés par les 
points C et D percent d'abord le plan vertical en i' et /, donc 
la couFbe d'ombre est efmHf, 
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283. Déterminer l'ombre portée 
sur les plans de projection par 
une surface plane polygonale. 

Soit le triangle ABC ; sur le plan 
horizontal , il donnerait Fombre def, 
mais le rayon CF perçant d'abord 
le plan vertical , on a pour ombre , 
deng'md; car les points m et n ap- 
partiennent aux deux plans de pro- 
jections et par suite aux traces 
verticales des plans menés par AC , 
CF et BC, CF. 

284*. Remarque. On procède d'une manière analogue pour une 





surface plane quelconque. La première figure est l'ombre d'un 
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cercle parallèle au plan hori- 
zontal; le cercle AB donne sur 
le plan horizontal une ombre 
égale au cercle lui-même ; 
Tombre du cercle EF est une 
ellipse située sur le plan ver- 
tical, et celle du cercle GH 
est en partie sur chaque plan. 
La figure ci-contre est Tombre 
d'un cercle IJ perpendiculaire 
au plan horizontal. 

Problème* 

285. Déterminer l'ombre 
portée sur le plan horizon' 
lai par une pyramide qui repose sur ce plan. 
Soient R et R' les projections d'un rayon lumineux, tout plan 





mené par les arêtes latérales parallèlement à (R, R'), doit conte- 
nir la parallèle qu'on peut mener au rayon (R, R') par le sommet 
delà pyramide; donc il faut mener la parallèle (stfSU')y déter- 
miner la trace horizontale t de cette ligne; les plans extrêmes 
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auront pour traces horizontales ia,id; donc (sa, s'a!) {sd,8'd') 
sont les lignes d'ombre propre , et at, dt, les lignes d'ombre 
portée. 

286. Remarque, Il arrive fréquemment que la trace horizon- 
tale t du rayon lumineux mené par le sommet de la pyramide , 




se trouve sur la partie postérieure du plan horizontal; ta,ld 
sont les traces des plans extrêmes , mais comme ces lignes ren- 
contrent xy en ef, et que le rayon lumineux ST perce le plan 
vertical en w', les plans menés par ST,SA et par ST, SC ont pour 
traces verticales eu', fu', et la partie eu'f du plan vertical se 
trouve dans Tombre. 

Problème. 

287. Déterminer Vombre portée par une pyramide sur une 
autre pyramide. 

Il faut chercher Tombre portée de chaque pyramide considérée 
isdément. 

Les points [m,m*]^ (^^^') appartiennent à Pombre portée 
demandée, puisqu'ils se trouvent sur les traces horizontales at, bl 
et sur les arêtes (gm, g' m') , [gn, çfn') situées sur le plan hori- 
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zontal. Il suffit donc de chercher rintersection des faces RGM,R^N 
et des plans d'ombre SAT , SBT. Pour cela on détermine le peint 
où le rayon lumineux ST perce une des faces antérieures de la 
seconde pyramide , et le point L où Tarêle RG perce les plans 




d'ombre, i^ Le plan qui projette st coupe les arêtes en (c,c') et 
(d, rf'), par suite il rencontre la face GRD suivant c'd^, et le 
rayon lumineux perce le plan GRD en (0,0'). 2" Le plan proje- 
tant ^r coupe ST en (c^f") et Thorizontale BT en {e,c'), donc 
e'f est la projection verticale de rintersection cherchée , et Parête 
RG est coupée en (/, /'). Il suffit de mener la ligne brisée {moin y 
mWl'n'). 

Problème. 

288. Une sphère est éclairée par des rayons parallèles; dé- 
terminer Vombre propre de cette sphère et l'ombre portée par 
ce corps sur le plan horizontal. 

Par le centre (c, c') menons une parallèle au rayon (R , R). Le 
problèmfi revient à déterminer la ligne de Contact du cylindre 
circonscrit à la sphère, et la trace horizontale de ce cylindre 
[n^ 198]. Rabattons le plan qui projette bo, le centre de la sphère 
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yient en G, de manière que cC = nV; (o, o') situé sur le plan 
horizontal ne change pas , donc oG est Taxe rabattu. Décrivons la 



/\ 



/•.' 




-yO/ 



*u^ 




circonférence GD ; B et D font connaître le petit axe bd; on opère 
d^une manière analogue pour la projection verticale. 

Pour avoir Tombre portée, on mène les génératrices extrêmes 
B^D^; le petit axe égale ac. [N® 179.] 



Problème. 

289. Une sphère est éclairée par un point lumineux, déter- 
miner V ombre propre de cette sphère et V ombre portée par ce 
corps sur le plan horizontal. 

Soit (s,/) le point lumineux. Les rayons tangents à la sphère 
déterminent un cône de révolution dont(so, s'o') est Taxe.' Pour 
avoir la projection horizontale de la circonférence d'ombre 
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propre, on peut rabattre le plan qui projette Taxe horizontale- 
ment; pour cela on prend oOi=m'o', sSi=jos', et décrire du 
centre Oi un grand cercle de la sphère ; les rayons lumineux 
SjGi, SjHi donnent GiHj pour projection de la ligne d'ombre 
sur le plan rabattu ; hg est donc le petit axe de la circonférence 




de contact du cône circonscrit et de la sphère; le grand axe 
égale GiHj et doit ôtro perpendiculaire au milieu de hg ; on dé- 
terminerait d'une manière analogue la projection verticale de 
Tombre propre. 

Pour avoir Tombre portée sur le plan horizontal , il faut recou- 
rir au n® 182. 6 et c où les rayons extrêmes percent le plan héri- 
tai font connaître le grand axe de Tellipse; le petit axe est 
perpendiculaire au milieu d, de bc; la perpendiculaire eff' 
abaissée du milieu d sur Taxe du cône aSi , est le rayon de la 
section circulaire dont le petit axe cherché est une corde menée 
par d parallèlement à S^a; du centre e' décrivons un arc fk et 
portons la longueur obtenue dk de d en i et en j, 
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Problème. 



290. Déterminer Vomhre portée sur le plan horizontal par 
un cylindre de révolution dont une génératrice est sur ce 
plan. 

1« L'ombre propre a pour limites les génératrices de contact 




des plans tangents menés au cylindre parallèlement à la direc- 
tion (R,R') des rayons lumineux. Pour déterminer ces généra- 
trices, rabattons sur Thorizontal une des bases du cylindre ; il faut 
prendre la ligne cG égale à Télévation de c' au-dessus de xy\ 
sur le plan rabattu , la direction du rayon lumineux est indiquée 
par Ri, ligne qu'on obtient en prenant pk=p'a\ 

Les tangentes DG,FJ parallèles à Ri, menées à la circonfé- 
rence es, sont les traces sur la face rabattue des plans tangents 
au cylindre ; on connaît donc les projections horizontales dd^ , ffi 
des génératrices de contact, puis on détermine dld^^ff^^, 

La surface cylindrique où se trouve («ei,eVi), jusqu'aux 
génératrices extrêmes [ddx^d'd\) et [ffuffi)^ est éclairée ainsi 
que la face qui se projette horizontalement en fydi. 
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. 2® L'ombre portée se compose des traces des plans tangents 
et des traces de deux demi-cylindres dont les génératrices sont 
parallèles à (R,R') et qui ont pour directrices les arcs [fmd, 
rm'd'} et [f^m^d^^ri^'id^i) 

Le plan tangent suivant (ffi^ffi) a pour trace FJ sUr la face 
rabattue , J se trouvant sur Thorizontale de rabattement appar- 
tient à la trace du plan tangent sur le plan horizontal ; par ce 
point J on mène donc une parallèle à ff^ , puis par f et /i des 
parallèles à ab, on a ainsi n'i. De même on trouve hh^ pour trace 
horizontale du plan tangent au cylindre suivant dd^. 

Le cylindre qui a pour directrice la demi-circonférence fmd, 
[f'mJd^] a pour trace une demi-ellipse qui se raccorde aux droites 
û'i, A/^i; pour avoir Tombre d'un point quelconque [e,€^)^ par 
exemple, on lïiène par ce point un rayon lumineux [el,éV)^ l 
appartient à la courbe, [m, m') donne le point extrême [n,n'). 

La demi-circonférence (/iwidi , A^'i^'i) donne iieinihi, 

291 * Remarque, Comme vérification on peut déterminer directe- 
ment/^,/^!, et€. Le plan tangent mené au cylindre parallèlement 
à(R,R'), est coupé par le plan vertical de chaque face suivant 
une tangente à la projection verticale de ces faces (n^ 165, II) ; pour 
déterminer la projection verticale de celte tangente, projetons le 
rayon [ah,o!h') en [aih,a\h') sur un plan parallèle aux faces; 
R'i fait connaître la direction de la tangente , il suffit de mener 
des tangentes ff^ , t*d\ parallèles à R'i pour avoir les points 
A et d!^. 

Problème. 

292. Un tronc de cône de révolution dont l'axe est vertical 
est coupé par un plan perpendiculaire au plan vertical; dé- 
terminer Vomhre portée par le tronc de cône sur le plan sé- 
cant. 

Soient PaP le plan sécant, [s, s') le sommet du cône; par la 
trace horizontale t ùm rayon lumineux qui passe par le sommet, 
la génératrice de contact [sa, s' a') et (*'6,s'6') sont déterminées 
par les tangentes ta,thk la circonférence de base [ n» 167] . Mais 
la partie utile est limitée par les points (c,^/ ) et (rf, d') qu'il faut 
joindre à la trace u du rayon du sommet sur le plan PaP'. 

Puis les rayons menés V^ [g,g')^{h,N) donnent les points 
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extrêmes {e,e')y {f, T)- 0" déterminerait d'une manière ana- 




logue Fombre d'un point quelconque [n^n'); le point (o^o') 
donne (w,w'). 

Problème. 

293. Déterminer r ombre portée d'une niche demi - cylin- 
drique. 

Le demi-cylindre est surmonté d'un quart de sphère. La tan- 
gente fV parallèle à R' donne le point extrême ; la recherche 
de l'ombre portée revient à déterminer l'intersection de la niche 
par la surface cylindrique formée par les rayons lumineux dont 
e^fc'c'i serait la directrice. 

i® L'ombre portée par c'c\ est une droite (fd\, car le plan 
d'ombre mené par une génératrice c'c\ rencontre le cylindre 
suivant une autre génératrice , donc il faut mener cd parallèle à 
R et (f i(f parallèle à l'axe. 

2® L'ombre portée par c'fe' tombe en partie dans le cylindre ; 
pour h\ par exemple , il faut déterminer h, mener par le point 
(h, h') un rayon lumineux [hk,Nk*) dont k est la projection 
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horizontale de la trace sur le cylindre, puis on détermine 1^ ; 
[f,f) donne [r,r'], 

3o Au-dessus du diamètre c'o'c'2 Tombre portée tombe dans la 

A. 






^iK 



4X ^'\^Ç\^ 




\1. 

-y F. 



Mener n'n'i parallèle à &<:?% 



partie sphérique ; pour déterminer Pombre des points tels que 
(i^t'), on a recours à une construction auxiliaire. 

Par le centre {o^d) menons un plan perpendiculaire au plan 
vertical et parallèle au rayon lumineux ; sa trace verticale sera 
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o'f parallèle à R'. Rabattons ce plan en le faisant tourner autour 
d'une parallèle FF^ à sa trace fo' ; la sphère aura pour trace une 
demi-circonférence FGF^. Pour avoir la direction du rayon lumi- 
neux par rapport au plan rabattu , il suffit de prendre la perpen- 
diculaire h'b\ égale à 6p. On obtient ainsi Rj. 

Pour un point quelconque T, par exemple , rabattu en I , on 
décrit la parallèle IJI^ qui lui correspond , et Ton mène par le 
point I une droite IJ parallèle à R^ ; J est le point où le rayon 
lumineux mené par [%,%') rencontre la sphère, par suite J fait 
connaître /. De même m' donne n% etc. 

294. Remarques. I. Les cordes parallèles IJ , MN menées par 
les points I , M d'un diamètre commun à plusieurs circonférences 
concentriques, donnent des arcs semblables et semblablement 
placés , par suite les points N et J doivent appartenir à un même 
rayon ONG, donc la courbe d'ombre a pour projection sur le 
plan rabattu la droite OG^ ainsi cette courbe est plane; par 
suite c'est un cercle , et la projection verticale e^n'fg' est une 
ellipse ayant pour demi-axes oV et o>çf; on ne trace que la partie 
comprise entre ie' et c'c'2. 

II. e' se projette en e; V point où l'arc d'ellipse se raccorde 
avec la courbe dVT se projette en /; pour un autre point 
quelconque n' on détermine le parallèle horizontal (nV^jn/i^) 
mené par ce point, et n' détermine n; /Jne projection d'un 
cercle est un arc d'ellipse dont oj serait le demi grand axe. 



CHAPITRE II 

CONSTRUCTIONS 



§ I. — COUPE DES PIERRES 

295. Les procédés plus ou moins ingénieux employés depuis 
longtemps dans la coupe des pierres et la charpente , ont conduit 
Monge à la création de la géométrie descriptive ; les secrets d'ate- 
lier réunis , classés , et surtout rattachés à un petit nombre de 
principes , ont constitué les éléments çl'une branche importante 
des sciences appliquées. Aujourd'hui la géométrie descriptive 
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est enseignée d'une manière indépendante des questions qui lui 
ont donné naissance; elle a un grand nombre d'applications, 
mais néanmoins, parmi les plus importantes, il faut citer le tracé 
des épures relatives à la coupe des pierres et à la charpente, La 
plupart des exercices à traiter se rapportent à Fintersection des 
surfaces. 

Problème. 

296. Déterminer les projections de Vintersection de deuœ 
murs en talus dont les pentes sont données. 

Les talus sont ordinairement désignés par le rapport de la base 
à la hauteur; c'est donc l'inverse de la pente. Un talus au quart, 

à la moitié, est donc un talus dont la pente égale j ou |. 

Lorsque la base est petite par rapport à la hauteur, comme un 
dixième, par exemple, on dit que le mur a un fruit de un 
dixième. Soit h la hauteur des deux murs , ae,ag les traces 
horizontales des plans inclinés. 

11 h 

Si les talus doivent être à t età a, il faut prendre rf=7- 

.d'=g, et mener des parallèles fb,ob aux traces des faces; ab 

est la projection horizontale de l'intersection, puis on pro- 
jette o et 6 sur des horizontales distantes de la hauteur h, oh 
trouve a'b\ 

Admettons que l'on veuille quatre pierres de même hauteur 
pour la grandeur donnée h; on divise h,deid! en quatre parties 
égales , on coupe les pierres d'angle suivant deux sections droites 
différentes ef, e^fi , afin que les diverses parties de la maçonnerie 
soient bien liées entre elles. 

Pour avoir l'angle qu'une face fait avec le plan horizontal, on 
prend bb^=^h, et bcb^ mesure le dièdre donné. 

n202 est la projection horizontale de la première pi^re; 
f^2^2^2^2 ^s^ ^® panneau supérieur , n2g2*'2^2 ®^^ ^^ panneau à 
appliquer sur la face inférieure ; d'ailleurs comme vérification 
on peut prendre ô^N = 1/4^^1» ^ilors RN est la vraie grandeur 
de la face verticale de joint de la môme pierre. 

Si l'on voulait les faces de joint de chaque pierre , on pourrait 
-prendre Is pour horizontale de rabattement , et l'on obtiendrait 
7SS2O2; il suffirait de diviser sSj en quatre parties égales et de 
•mener des parallèles à /s. , 
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Problèmea 

297. Faire V épure d'une descente droite en talus. 

Le berceau est une voûte cylindrique à génératrices horizon- 
tales ; on peut lui appliquer tout ce qui a été dit de la voûte des 
ponts. [Géométrie, 703, 704, 705.] On appelle descente une 
voûte cylindrique à génératrices inclinées ; la descente est droite 
lorsque la projection horizontale des génératrices est perpendicu- 
laire aux horizontales de la face de tête ; la descente est biaise 
dans le cas contraire ; la descente et le berceau sont surtout carac- 
térisés par leur section droite. 

Prenons un plan vertical de projections tel que œy soit parallèle 
à la trace horizontale ef du mur en talus ; la projection horizon- 
tale des génératrices de la descente sera perpendiculaire à œy. 
Sur un plan de profil déterminé par (Z?Y et rabattu sur le plan 
horizontal , Tinclinaison p du talus sera donnée par Tangle plan 
h'(fia\ ; rinclinaison a des génératrices par rapport au plan hori- 
zontal est indiquée par Tangle oJc\z\ 

La section droite , supposée demi-circulaire , a pour trace sur le 
plan de profil une ligne c'^s'i perpendiculaire à c\z\ 

Sur le plan vertical figurons la section droite, pour cela décri- 
vons une demi-circonférence ékif avec le rayon de la descente, 
divisons la courbe en un nombre impair de parties égales , sept 
par exemple, et menons 0^22', c'33'; etc., puis terminons la sec- 
tion droite des voussoirs , ainsi que cela se fait fréquemment , par 
une horizontale 4'6' et une verticale 6'3'. Les points de divisions 
2, 3, 4 ainsi que 2',3^ etc., sont reportés sur la section droite 
en 2'i , etc., afin de mener les génératrices parallèles à c\z\ ; d'ail- 
leurs par 4,2,3, etc., on mène aussi des perpendiculaires à 
xy; d! du pian de profil fait connaître d, 6' détermine b, etc., et 
Ton obtient ainsi la projection horizontale eaf de Parc de tète de 
la descente , de môme a\ fait connaître a^ qui limite le voussoir 
supérieur. 

Ainsi qu'on l'a dit précédemment [nû296] , les voussoirs sont 
^■rminés à deux sections droites différentes, U et T par exemple ; 

is les applications on ne détermine point la projection horizon- 
-»ie de la partie des voussoirs limitée aux plans U ou T , car cette 
projection n'est d'aucune utilité. 

298. Développement, On développe la douelle ou intrados 
[Géométrie, n« 703]; pour cela on prend la droite EF égale à 
la section droite , on divise EF en sept parties égales , puis on 
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prend BI=6V, Oi=o'f, etc.; la courbe EBFest la transformée 
de Pellipse que forme Tare de tête lorsque la descente rencontre 
le mur en talus sous un angle différent de 90<^. 

Pour la taille des pierres on peut employer des panneaux égaux 
aux faces de joint des voussoirs ; pour la face qui a 4 — 4' pour 
section droite et qui appartient au troisième voussoir, on prend 
la ligne B^Gi égale à 4—4'; BBi=:b'b\ du plan de profil, 
et GiG=^Vi. 

Le panneau qui pour le voussoir supérieur correspond à 4— 4' 
est égal au précédent , mais on lui donne BB2 pour longueur. 

Problème. 

299. Faire l'épure d'une porte biaise dans un mur en 
talus. 
On appelle porte un berceau ayant peu de longueur. Prenons 




un plan vertical de projection perpendiculaire aux génératrices 
de la porte, la projection verticale de la porte se confondra avec 
sa section droite ; soit gh la trace horizontale du mur en talus , et 
d\b\ la ligne d'inclinaison du talus sur un plan de profil , de 
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sorte que Tangle oh\d\ mesure le dièdre que le mur forme avec 
le plan horizontal. 

Dessinons la projection verticale et traçons les projections ho- 
rizontales des génératrices et des arêles qui correspondent à 
r,2',3'i,etc. 




Pour avoir la projection horizontale e d'un point quelconque e', 
il suffît de remarquer que doit se trouver sur la génératrice 
3 — e, et que sa distance me au plan vertical mené par dl est in- 
diquée par m'e'i. 

De même , f est donné par une distance nf égale à n'/^^. 

Développement, On procède comme au n^ 298. 1... 4... 8 est 
le développement de la section droite, 3 — E égale la généra- 
trice 3 — e, etc.; pour avoir un panneau, on prend 3 — Sj 
= 3' — 3'i, et 3i-F=3 — /*. 



§ II. — EMPLOI DE L'HÉLICE 

300. Pour tout ce qui est relatif aux propriétés de Thélice , au 
tracé de sa projection sur un plan parallèle à Taxe , on peut re- 
courir à la géométrie , § V, n^ 608 et suivants ; il en est de même 
pour rhélicoïde gauche dont la génératrice rencontre Taxe sous 
un angle aigu constant , et pour celui dont les génératrices sont 
perpendiculaires à Taxe ; pour désigner spécialement ce dernier 
on le nomme hélicoïde normal, [N<> 674, 2°.] 

Problème. 

301. Dessinet* les projections d*une vis à filet carré. 

Le filet de la vis peut être considéré comme engendré par un 
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rectangle R dont le plan est normal à un cylindre; un des côtés 
du rectangle est sur une génératrice , et la surface se meut de 
manière que les sommets a et 6 décrivent des hélices égales. 

Les sommets c et d dé- 
crivent des hélices de 
môme pas que les pre- 
mières, mais dont le rayon 
égale oc. 

Le côté ac normal au 
cylindre engendre un hé- 
licoïde normal; il en est 
de môme de bd. 

La projection verticale 
se compose des quatre hé- 
lices; on ne conserve gé- 
néralement que les parties 
visibles; ainsi, en admet- 
tant que rhélice aille de 
gauche à droite , la surface 
cylindrique fgij est vi- 
sible ; on ne voit que kl 
et mn des hélices inté- 
rieures de môme pas ; puis 
aux points n et k Taxe 
cylindrique devient visi- 
ble ; rhélice jrh n'est vi- 
sible que jusqu'au noyau 
de la vis, et les mêmes 
remarques s'appliquent 
aux diverses spires du filet 
engendré par R. 

La projection horizon- 
tale se compose de deux 
circonférences concentriques ; le plan A'B' coupe le filet de la vis 
suivant la génératrice AB de Thélicoïde supérieur, et suivant CD 
de rhélicoïde inférieur; la région ombrée correspond à Taxe, 
et à la partie du filet que rencontre le plan. 

Problème. 

302. Dessiner les projections d*une vis à filet triangulaire, 

La vis triangulaire peut être regardée comme engendrée par 
un triangle T dont le plan passe par Taxe d'un cylindre ; le côté 
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. ab est sur une génératrice du cylindre; les sommets a et 6 dé- 
crivent deux spires consécutives d'une môme hélice; le som- 
met c décrit une hélice de même pas que les premières , mais 
dont le rayon oc=:od-\-dc, j. 

tandis que od est celui des l^~^^\ "JÎIZZ^^F^!^ 

hélices a et b, '\.^ ' T \/ \ 

Les côtés ac, cb engen- 
drent des hélicoïdes gau- 
ches, inclinés en sens con- 
traire. Il n'y a que deux 
hélices à tracer. 

Bien que le contour ap- 
parent de rhélicoïde gauche 
soit une courbe [Géométrie, 
615], on se borne à mener 
des tangentes eg, ef aux 
hélices décrites par le som- 
met c, et ces tangentes 
elles-mêmes diffèrent peu 
des côtés du triangle géné- 
rateur, dès que od égale 
deux ou trois fois de. 

Les deux hélices ont pour 
projection horizontale deux 
circonférences concentri- 
ques. Le plan M'N' coupe 
chaque hélicoide suivant un 
arc de spirale d'Archimède 
[Géométrie, n» 616]; Tare 
MLN est donné par la sur- 
face qu'engendre cb, tandis 
que MON est la section de Thélicoïde engendré par ac. 




% IIL — CHARPENTES 



Problème. 



303. Dessiner quelques assemblages, 

4° A, A' est un assemblage rectangulaire à mi-bois. Dans la 
projection verticale A'B', les deux pièces de bois sont en place ; 
la projection horizontale A ne représente que la pièce horizon- 
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taie; B^ est la projection, sur un plan de profil, de la pièce B'. 



iTir 




c 



2<> G , G' est un assemblage à tenon et à mortaise ; la projection 
horizontale G montre la mortaise ; sur un plan de profil, la pièce 
D', qui porte le tenon, est représentée par D^. 

3° (E', F) est Passemblage à queue 

d'aronde. F^ est la projection, sur 
un plan de profil, de la pièce F' 
taillée à mi-bois et en biseau pour 
F^ former la partie qui s'encastre dans 
une échancrure de même forme, 
faite dans la traverse E'. 

4^ A', B', G' est un assemblage à pièces moisées. On appelle 




E' 



F' 




moïses des pièces telles que celles qu'on a représentées en 
projection horizontale par A. et D ; elles sont entaillées à mi- 
bois afin d'embrasser les pièces B' et G'; les moises A et D 
sont rapprochées et resserrées par des boulons. 
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Donner quartier à une pièce c'est représenter la pièce après 
qu'on Ta fait tourner sur elle-même de 90° ; par exemple , on dit 
qu'en donnant quartier à la pièce A, on obtient Aj. 

Problème. 

*04. Dessiner une ferme. 

La ferme, réduite à ses pièces essentielles , se compose d'une 




pièce horizontale (A, A') nommée tirant ou entrait, de deux 
pièces obliques B', nommées arbalétriers; ils sont assemblés 
dans une pièce yerticale C nommée poinçon. 

Pour former la toiture , les fermes sont régulièrement espa- 
cées; elles supportent des pièces longitudinales D' nommées 
pannes; E' est le faîtage ou la panne faîtière. (1,1') sont des 
pièces nommées sablières, elles reposent sur la maçonnerie; les 
chevrons H' s'appuient sur le faîtage et sur les pannes , ils vont 
buter contre les sablières (I, T). 

Pour rejeter les eaux au delà de la maçonnerie , on emploie 
des coyauœ J'. Les pannes sont maintenues par les chanli" 
gnôles G'. 

Problème. 

305. Dessiner Vépure d'un limon circulaire. 

Les marches des escaliers de bois sont fréquemment encas- 
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trées dans des pièces droites ou courbes nommées limons ; les 
escaliers circulaires ont leurs marches égales, et le limon se 
trace comme la vis à filet carré [n® 301]; mais lorsque deux par- 
ties rectilignes sont raccordées par une courbe , les marches ne 
sont plus égales , et le limon demande une étude spéciale. 




Soient LL' la mpitié du limon d'un escalier et CC^ la hauteur 
correspondante. 

A égale distance du limon et du mur qui limite Fëscalier, on 
trace la ligne de foulée abc, et Ton divise cette ligne en autant 
de parties égales qu'on veut faire de marches ; on joint au centre 
les points de division qui sont sur la courbe, et par 6,7, etc., 
on mène des perpendiculaires au limon droit; la hauteur cV^ 
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doit être divisée en autant de parties égales qu'on a fait de 
marches dans la longueur abc. 

La distance — 1=7 — ^» naais de est une longueur beau- 
coup plus petite que kl; il y a donc intérêt à augmenter graduel- 
lement la largeur des marches de, ef, etc., aux dépens des 
marches droites jk, Im,.,; d'ailleurs la pente du limon courbe 

donnée par -j- est beaucoup plus forte que celle du Hmon droit 

ou j— ; au point i, il y aurait donc un changement brusque de 

pente et Teffet serait disgracieux : pour obvier à cet inconvé- 
nient et au peu de largeur des marches courbes , on a recours au 
balancement, 

306. Balancer les marches d'un escalier, c'est élargir, près du 
limon , les marches courbes en réduisant la largeur de quelques 
marches droites ; on peut procéder comme il suit : 








Avec la hauteur K on fait quelques marches droites M, L, K, 
J, I, de manière que ML'=LK'=mZ=/A;, etc.; à la suite, on 
fait les marches courbes qui correspondent à l'arc ab ; on prend 
IH'=HG'=t7i=/i^, etc.; DI indique la pente qu'aurait le li- 
mon courbe, et IM celle du limon droit; après avoir pris IN=:ID, 
on remplace la ligne brisée DIN par un arc de cercle tangent en 
D et N, et l'on prolonge les marches jusqu'à la courbe ainsi 
tracée, puis on prend l'arc de^ égal à PEi, ei/'i = QFi, ou ce 
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qui revient au môme, on prend ff^z=z FF i, 99 i = GGi, etc., 

La projection verticale se trace comme la vis à filet carré. 
Sur les horizontales cotées 0, T, 2', 3', etc., on projette les 
points d. Cl, fi...j il, jij pour avoir la courbe extérieure du 
limon; et les points d^, e^^,., t2, pour avoir la coube intérieure 
du limon. Sur chaque verticale on prend ensuite une longueur 
Vl\ suffisante pour que les marches puissent être encastrées dans 
le limon. 



CHAPITRE III 

PERSPECTIVE 



§ I. — DÉFINITIONS 

307. La perspective linéaire est Part de représenter sur un 
tableau le contour apparent et les principales lignes d^un corps 
avec l'aspect qu'elles présentent à Tobservateur. 

Dans la perspective élémentaire, 
le tableau est un plan vertical 
placé entre Tœil du spectateur et 
le corps qu'il considère. 

La perspective du corps est le 
lieu géométrique a des points où 
le tableau T est rencontré par les 
rayons visuels menés à l'objet con- 
sidéré A. 

Dans les applications, le corps 
est représenté par ses projec- 
tions sur un plan horizontal nommé terrain, et sur un plan ver- 
tical ; la positipn de l'œil est indiquée par ses deux projections. 

308. L'intersection du tableau et du plan horizontal est parfois 
nommée ligne de terre, car souvent la projection verticale du 
corps se fait sur le tableau ; mais il est préférable de la nommer 
trace du tableau, puisque dans plusieurs méthodes le plan ver- 
tical de projection diffère du tableau. 

La ligne de terre déterminée par le plan vertical et le terrain 
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sera désignée par xy; la trace du tableau le sera par tu. La po- 
sition de Tœil du spécial eur ou point de vue est désignée par V, 
et ses projections par v et v\ 

La projection v' joue un grand rôle en perspective ; on la 
nomme : point principal ou même point de vue. 




i^ t ^ 



L*horizontale hs menée sur le tableau par le point principal 
se nomme ligne d'horizon. Les points d^, d^ , obtenus sur hz 
en prenant des grandeurs v'tf, v^d\ égales à la distance Vv' de 
Toeil au tableau, sont appelés par la plupart des auteurs points 
de distance; les droites yd^, VcTi rencontrent le tableau sous 
un angle de 45»; lorsque le tableau est rabattu sur le plan hori- 
zontal , la figure a la disposition ci-dessus ; c'est par la projection 
horizontale v qu'on mène des lignes à 45^, afin de déterminer 
d et di, et par suite d' et d^^. 

309. D'une manière générale, pour avoir la perspective d'un 
corps , il faut le représenter dans le système des deux projec- 
tions, figurer, dans le même système, la position de l'œil et 
celle du tableau , puis trouver les points où les rayons visuels 
menés aux principaux points du corps sont coupés par le tableau ; 
la géométrie descriptive permet de résoudre le problème dans 
tous les cas; mais pour opérer plus rapidement, on utilise di- 
verses remarques et certains procédés spéciaux. 



§ IL — PRINCIPES 

Théorème. 

310. La perspective ab d'une droite AB parallèle au ta* 
bleau est parallèle à la. ligne donnée. 
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En effet , car le plan VAB coupe le tableau suivant une droite 




a 




ab parallèle à AB. [Géométrie, 306.] 

GoroUuret. I. Les horizontales parallèles au tableau restt.nt 

parallèles en perspective; les 
verticales restent verticales. 



II. La perspective abod d'une 
figure ABCD parallèle au ta- 
bleau est semblable à la figure 
donnée; les dimensions homo- 
logues sont entre elles dans le 
rapport des distances de l'œil au 
tableau et à la surface donnée. 

III. Si une parallèle au tableau est divisée dans un certain 
rapport , il en est de môme de sa perspective ; en particulier, la 
perspective du point milieu d'une parallèle au tableau est le mi- 
lieu de la perspective de la ligne donnée. 

DéfinîUon. On appelle lignes de front les parallèles au ta- 
bleau, et lignes fuyantes toutes les droites obliques au tableau. 

Théorème. 

31 i. Les lignes, fuyantes ont des perspectives concourantes. 

Soient a et d les points où les droites parallèles AB, CD 
rencontrent le tableau ; par Toeil V du spectateur, menons une pa- 
rallèle aux lignes données , elle rencontre le tableau en un cer- 
tain point f . Le plan conduit par Tœil et par AB est le même 
que celui des parallèles AB, fV, or ce plan coupe le tabl^U 
suivant af; cette droite es^ donc la perspective de la ligne AB * 
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supposée prolongée indéfini- 
ment derrière le tableau ; de 
même la perspective de CD 
est sur df; donc les lignes 
fuyantes parallèles ont des 
perspectives concourantes. 

Le point f où le tableau 
est rencontré par la parallèle 
aux lignes données - est le 
point de fuite des lignes 
AB et CB ; et pour ces mômes 
parallèles on peut le consi- 
dérer comme étant la perspec- 
tive du point situé à Finfini derrière le tableau. 

Théorème. 

342. La ligne d'horizon est le lieu géométrique des points 
de fuite de toutes les horizontales. 

En effet, pour une horizontale quelconque AB, la parallèle V/* 
sera horizontale et rencontrera le 
tableau suivant hz; donc... 

CoroUaîret. I. Les perpendi- 
culaires au tableau ont le point 
principal v' pour point de fuite;- 
car Yv' est perpendiculaire au 
tableau. 

II. Les horizontales qui ren- 
contrent le tableau sous un angle 
de 46® ont les points de dis- 
tance d' ou d'i pour point de 
fuite. [No 308.] 

Théorème. 

343. Les droites qui rencon- 
trent la verticale vY menée par 
Vœil de l'observateur ont des 
verticales pour perspective. 

Soit la droite AG qui rencontre 
la verticale Yv; le plan conduit 
par la droite vY parallèle au 
tableau coupe ce dernier suivant 
une droite ab parallèle à CV 
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[Géométrie, n9 306]; donc AC a pour perspective une verti- 
cale. 

Remarques, I. Le point B où la droite rencontre le tableau 
est à lui-même sa perspective; a correspond, au point A; d est 
la perpendiculaire d'un point D situé en avant du tableau , etc. 

IL Lorsque la droite AB passe par Tœil, sa perspective se ré- 
duit à la trace de cette droite sur le tableau. 

314. Angle vîrael. L^angle visuel est Pangle formé par les 
rayons extrêmes menés de Pœil aux divers points de Tobjet con- 
sidéré; cet angle doit toujours être moindre que 90»; car la plu- 
part des observateurs n'aperçoivent simultanément d'une ma- 
nière nette que les objets compris dans un cône dont les généra- 
trices opposées font au plus entre elles un angle de 60 à 70<»; lorsque 
dans le tracé perspectif on dépasse notablement cette valeur, la 
perspective impressionne péniblement le spectateur et paraît dé- 
fectueuse. Ainsi, soit AB 
ayant pour perspective ab, 
pour que l'angle AVB ne 
soit pas trop grand, il faut 
j ,/ a. que la distance VP ne soit 

<- i\ \ 1^ / /i "- ' pas trop inférieure à la lon- 
\ \ \^"'^r^-w / j gueur ab interceptée sur la 

\, '\J\->v.>/^,^^^ /' trace du tableau par les 

X^ '\\j/V*^^/ rayons extrêmes; lorsque AB 

"""~-^-'''' est à peu près parallèle à 

tu y on se borne à prendre 
OV au moins égal à AB; et, dans aucun cas, l'angle cVP = dVP 
formé par les lignes extrêmes avec la projetante VP de l'œil ne 
devrait dépasser 45®. 

Donnéet. Dans les problèmes on donne !<* la trace du tableau; 
2® les dimensions et la position de l'objet; 3° la position du spec- 
tateur; généralement cette dernière est indiquée par les projec- 
tions V et v' du point de vue ; v' fait connaître la hauteur de 
l'œil au-dessus du terrain; lorsque v Vestpas donné ou que les 
dimensions de l'épure ne permettent pas d'indiquer cette pro- 
jection horizontale, il faut connaître v' et un des points de dis- 
tance; car on sait que v'dS égale la distance de l'œil au tableau. 
[NO 308.] 
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§ III. — PERSPECTIVE D'UN POINT 




^K 



.^v 






315. 1®'' moyen. Soient la ligne de terre xy et la trace tu du 
tableau dans une situation quel- 
conque par rapport à xy, mais 
perpendiculaire au plan horizon- 
tal; a et a! les projections du point 
à mettre en perspective ; v et v' les 
projections de Tœil, c'est-à-dire 
du point de vue , par rapport à xy. 

Le rayon visuel qui va au point 
donné a pour projections va et 
t/a^ il coupe le tableau au point 
dont a est la projection horizon- 
tale et a' la projection verticale [n« 31] ; donc a' trace du rayon 
sur le tableau est la perspective demandée. 

Remarques. I. Le procédé indi- 
qué est le seul qui soit général, il 
s'applique avec la même facilité au 
cas où le tableau est un cylindre 
droit à base quelconque. _^ 

IL Ordinairement , on cherche en ^ ^\ 

premier lieu la perspective a' d'un ^ 

point [a, a') situé sur le plan hori- 
zontal, en admettant que tu et xy 
se confondent. , 

316. 2« moyen. En employant un point de fuite. 

Sôit un point A si- 
tué sur le terrain; 
par A et V menons 
des horizontales pa- 
rallèles AB , VF , mais 
d'ailleurs dans une 
direction quelconque. 
F est le point de fuite 
de AB [n« 312]; le 
plan des droites AB, 
VF coupe le tableau 
suivant BF, et le rayon 
visuel AV au point a, perspective cherchée. 
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•n AP 

On a : -= = ;^ ; ' donc , il faut diviser BF dans le rapport des 

deux parallèles ; pour cela on peut prendre BE = AB, FC=FV, 
et joindre CE; ou bien prendre des grandeurs proportionnelles 
aux parallèles , les moitiés , par exemple. 
Dans les applications, le point A est donné par {a, a') et V 




par [VyV'), Pour déterminer le point de fuite f, on mène les 
parallèles ab, vf; mais on projette f en f sur la ligne d'ho- 
rizon, puis on prend fc^=^vf, be=ba,^ et Ton mène e(/. 

Remarque, Le point c' est nommé par quelques auteurs point 
de distance de A; mais nous n'emploierons Texpression point 
de distance que pour les points de fuite d', d'i des horizontales 
à 45û. [No312,II.] 

317. 3e moyen. Emploi de deux points de fuite. 

Par la projection horizontale a du point donné (a, a') on 




mène deux horizontales quelconques ab , ac; et par le point v, 
deux parallèles vf, vg; on projette les points f, g sur la ligne 
d'horizon, et Ton joint bf, cg', car d'après le numéro précé- 
dent, la perspective a doit se trouver sur chacune des lignes 
br,cg\ 
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318. Remarque. Le 
plus souvent on utilise la 
perpendiculaire, aa', et 
l'on mène ab à 45® ; par 
suite, le point principal 
i/ est le point de fuite de 
aa'j et le point de dis- 
tance cT est celui de ab. 
Dans ce cas, il est inu- 
tile d'avoir la projection 
V sur répure. 

319. Dttottinon. Ainsi qu'on Ta fait remarquer, le premier 
moyen est le seul qui soit général ; on peut varier la position 
du tableau par rapport k œy, il permet de trouver la perspec- 
tive d'une figure quelconque sans trop de connaissances spé- 
ciales ; le second moyen est rarement employé ; mais le troisième, 
plus ou moins modifié relativement à la position des données et 
du spectateur, est le moyen le plus usuel , parce qu'il conduit 
rapidement au résultat. 

§ IV. — PERSPECTIVE D'UNE FIGURE PLANE QUELCONQUE 

SITUÉE SUR LE PLAN HORIZONTAL 

La projection verticale de la figure serait sur xy; ordinaire- 
ment on ne représente pas cette projection. 



320. Mettre en p r- 
spective le carré abcd. 

Prolongeons les côtés 
jusqu'à la rencontre de 
œy; par la projection 
horizontale t; de l'œil, 
menons des parallèles 
vf, ve aux côtés du 
carré , afin de détermi- 
ner les points de fuite 
é, f; il suffit de joindre 
g, h, i, j, aux points de 
fuite : le sommet a est 
donné par l'intersection 
des lignes menées par 
les points t et ^, etc. 



Problème. 
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321. Remarque. Le cas parti- 
culier où le carré a deux côtés 
parallèles au tableau , offre un in- 
térêt spécial. 

Les perpendiculaires ab, cd, 
ont le point principal v' pour point 
de fuite [n<> 312]; la diagonale à 
45® a d' pour point de fuite 
[no 312, II]. On détermine ainsi 
les sommets b et d; puis par ces 
points on mène les parallèles bo 

et da. 
Problème. 

322. Mettre en perspective un triangle quelconque abc. 
On peut déterminer les points de fuite e', f des côtés o6, ac 

,^ 

îl 




4* ! / 



^-V. 



et mener hf, tV; mais il n*en est plus de même pour bc; mais 
les perpendiculaires bl, cg ont leurs perspectives sur lo' et gv'; 
on détermine ainsi les sommets b et o ; on peut employer la ligne 
bo à 450. 

Problème. 

323. Mettre en perspective une courbe située sur le plan 
horizontal. 
On cherche la perspective des points principaux, et Ton réunit, 
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par une courbe continue, les points obtenus en perspective. Il 
est utile de considérer spécialement les deux exemples ci-après, 

Problèmea 

324. Déterminer la perspective d'une circonférence. 

On peut faire la remarque suivante : 

Si Ton circonscrit un can^é à une circonférence et que Ton 
joigne AD et lé point B au point C au milieu de DE , le point 
M appartient à la courbe , car les deux triangles rectangles ABD , 
BDC étant semblables, Tangle DBG=FDA, les angles BAM, ABM 
sont donc complémentaires, et le point M, sommet d'un angle droit, 
appartient à la circonférence; d'ailleurs, si Ton prend AB paral- 
lèle au tableau, la perspective du point C, milieu de ED, sera 
le milieu de la perspective de DE [n<> 310, III]; d'après cela, 
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soient c et (/ les projections du centre , c'n=ic'n' égale le rayon, 
menons cl à 45®, puis cV et Id^ ; par o, d, menons des horizon- 
tales pour former la perspective du carré circonscrit [n® 321] ; 
la perspective du cercle est tangente aux quatre côtés du trapèze 
aux points a, b, e, f. 

Joignons b au point o , milieu de ed , le point m appartient à 
l'ellipse , etc. On peut déterminer trois autres points analogues. 
On connaît donc quatre tangentes et leur point de contact , ainsi 
que quatre autres points : c'est suffisant pour tracer la courbe. 

Probtème. 

325. Mettre en perspective des courbes nombreuses et iV- 



On recouvre le plan donné d'un réseau de carrés , on met la 
figure ainsi formée en perspective, et on trace une courbe con- 
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tinue par les points correspondants du réseau perspectif. Cette 





manière de procéder se nomme craticuler, d'un mot qui signifie 
grille; c'est une métliode analogue à celle qui a été indiquée en 
arpentage. [No92,2o.] 

§ V. — DISPOSITION DES DONNÉES 

327. Dans les numéros 320, 322, on voit que la perspective 
tombe, yau moins en partie, sur la projection horizontale de la 
figure donnée; l'inconvénient qui en résulte est surtout sensible 
lorsqu'il faut en outre figurer la projection verticale du corps; 
pour obvier à ces difficultés , on prend une des dispositions sui- 
vantes : 

328. !»•« Disposition. (Appliquée à l'exemple du n» 322.) On 







fait les préparations ehL,,f comme il a été indiqué [n<» 322], 
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puis sur la feuille à dessiner, tu étant la trace du tableau, f 
la projection vçrticale de Tœil , on prend ph = ph de la figure 

_ rf* d' v' y _ 




précédente , v'/^ =p/', etc., afin de déterminer les points de la 
trace h, o, g, i, et les points de fuite e' et /^; ensuite on 
mène hf ie\ etc.; en un mot, c'est la construction du nP 322 
dédoublée. 

Remarque, Ce report des points se fait rapidement à Taide . 






\7^ ^^\ y /»i i If 



d'une bande de papier; néanmoins, il faut plus de temps que 
pour la constructioti directe; cette disposition offre cependant 
quelques avantages , ainsi les préparations peuvent être ^faites à 
une plus petite échelle , à la moitié, par exemple, puis on double 
chaque longueur pour les porter sur iu, 

328. 2® Disposition. La trace du tableau et la projection ho- 
rizontale sont reportées en avant de xy, et on opère comme 
au n^ 322, sauf qu'il faut projeter les points h, t, o, g, i, 
sur xy. (Fig. page 214.) 

Bemarque, Cette disposition est excellente, on l'emploie très- 
souvent; v^pi indique la hauteur de l'œil, et vp la distance du 
spectateur au tableau; néanmoins, la projection verticale des 
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corps se trouve au-dessus de xijy et par suite, la perspective la 
recouvre partiellement; mais dans bien des cas on n'utilise 




qu'un petit nombre de points de Télévation des corps, et la pro- 
jection verticale est peu chargée. 

329. 3® Disposition. Le tableau est placé perpendiculaire- 
ment à xy; il a pour trace tu; abc est la projection horizontale 
de la figure , a!Ud est la projection verticale ; pv' est la hau- 
teur de Tœil , vs est sa distance au tableau. 

Pour un point quelconque [a, a'), par exemple, le rayon 
visuel a pour projections av, oV, il rencontre le tableau au 
point [a, a'); pour voir la perspective, on fait tourner le ta- 
bleau autour de rt et on le rabat sur le plan vertical , on obtient 
ainsi le point a'j. On peut chercher directement chaque som- 
met, ou utiliser les points h, i pour déterminer plus exacte- 
ment la direction des côtés; on peut mener vf parallèle à ah, 
puis déterminer f sur la ligne d'horizon rabattue, relever le' 
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point /i en hi et joindre hif, et l'on retombe ainsi sur les mé- 
thodes précédentes. 
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Remarque. La troisième disposition donne une perspective 
toujours éloignée des projections ; elle est d'une application fa- 
cile, ainsi le point [a, a' 2) de Tespace se traite aussi aisément 
que le point (a, a') situé sur rhorizontal. A côté de ces grands 
avantages , il faut signaler les inconvénients suivants : le dessin 
demande beaucoup de lignes de construction et un grand espace, 
et la perspective est renversée par rapport aux préparations , en 
ce sens que le triangle perspectif €Lih\ci correspond au cas où 
Tœil est vers la gauche , tandis qu'il est vers la droite des 
préparations. 
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§ VI. — PERSPECTIVE 

DES POINTS PLACÉS AU-DESSUS DU PLAN HORIZONTAL 

330. Soit à mettre en perspective un prisme triangulaire droit 
ayant abc pour base et a'd' pour hauteur. 







D'après le moyen général [n<> 315, II], nous déterminons di- 
rectement les points h, g, i, o\x les rayons rencontrent le ta- 
bleau ; la base a pour perspective abo. Pour la base supérieure, 
on opère d'une manière identique en considérant un plan hori- 
zontal déterminé par œ*y\ 

331. Remarque, On peut aussi regarder d comme obtenu à 
l'aide de la perspective a du point [a, a') placé sur le terrain, 
et on peut formuler la règle suivante : 

Pour obtenir la perspective d d'un point de l'espace ayant 
pour projections a et d\ on peut déterminer la perspective a 
de la projection horizontale a du point donné; mener par a 
une verticale et couper celle dernière ligne par â!v\ 

33i!J. Autre exemple. — Mettre en perspective la pyramide 
S. ABC. 
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Pour la base on opère comme ci -dessus; la perspective du 




sommet est à la rencontre des lignes sV et eS, celle du point 
(rf, (f ) se trouve sur d'v\ 

Problème. 

333. Mettre en perspective un corps de révolution. 

l^*" Moyen. Le problème revient à trouver l'intersection du 
tableau et du cône qui , ayant Toeil pour sommet , serait circon- 
scrit au corps considéré. Cette question , analogue à celle de la 
détermination de Tombre d'un corps éclairé par un point lumi- 
neux , est souvent difficile ; aussi on a recours au procédé sui- 
vant. 

2® Moyen. On met en perspective divers parallèles du corps, 
et le contour apparent doit être tangent à chacun des cercles 
perspectifs obtenus. Ce procédé conduit très -rapidement au ré- 
sultat lorsqu'on emploie le carré circonscrit pour déterminer le 
cercle. [N« 324.] 
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§ VII. — DES ÉCHELLES 

334. Les préparations occupent beaucoup de place ; aussi dans 
plusieurs cas on les fait avec des dimensions assez réduites , et 
l'on se propose d'obtenir une perspective qui corresponde à des 
préparations doubles, triples, etc. Pour cela on a recours à 
diverses échelles. 

On distingue: V échelle des largeurs, pour les lignes paral- 
lèles à la trace du tableau; Véchelle des profondeurs ou des 
éloignements , pour les perpendiculaires au tableau , et plus gé- 
néralement pour les horizontales fuyantes; Véchelle des hau- 
teurs, pour les verticales. 

335. Échelles des largeurs, échelles des éloignements. 
Projetons les points donnés A, B, C, D sur ooy et sur une per- 




..'"//:yy ' 

E y K' L' M' 

pendiculaire ME. Prenons ep=2EP, v'/? = 2V'P; ev' est la per- 
spective de EM supposée illimitée , car le point de fuite des per- 
pendiculaires jau tableau coïncide avec le point principal v\ Sur 
une parallèle e'i' menée à &p par le milieu de ed, portons les divi- 
sions de El et joignons le point t/ à chaque point de division de 
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e'^'; la droite e'i' ainsi divisée proportionnellement à El est Pé- 

chelle des largeurs. Actuellement, pour avoir la perspective j, il 

EJ 
faut diviser ev' dans le rapport de ^p [^^ 316] ; de même, pour 

EM 
a^oir le point m, il faut diviser ev* dans le rapport de y^ ; il, 

sufQt donc de porter les divisions de EM de e en M', puis 
prendre t;V=:PV et joindre les divers points de ei au point s\ 
La ligne em ainsi divisée est réchelle des profondeurs. Pour 
avoir la perspective des points donnés , il suffit de mener les 
horizontales ma , Id, etc. On opérerait d'une manière analogue 
pour un rapport quelconque. 

336. Echelle des hauteurs. Pour les hauteurs on peut opérer 
comme il suit : 

[a, a*) étant les deux projections d'un point de Pespace, [a* h) 




est la distance du point au terrain ; on cherche la perspective a 
de la projection horizontale, par exemple, en menant aV à 45» 
et prenant v'd* égale à la distance de Tœil au tableau , v' étant 
le point principal ; puis on mène une verticale par le point a , et 
a' est la perspective cherchée [n^ 331 ]. Pour ne pas trop charger 
la partie du plan où doit se trouver la perspective , on peut faire 
la plupart des opérations dans une autre région de ce plan; 
ainsi , sur la verticale LG prenons LM égale à la hauteur donnée 
du point [a, a') au-dessus du terrrain; joignons L et M à un 
point quelconque P de la ligne d'horizon, menons aH, puis 
HH', et enfin Thorizontale HV qui détermine le point cherché a' ; 
car les triangles PLM, PHH', hv'a', v'aa', donnent une suite de 
rapports égaux, et on a aa' déterminé directement égale HH'. 
Pour un autre point dont e serait la perspective de la projection 
horizontale et LN la hauteur au-dessus du terrain, on joindrait 
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NP; on mènerait eF, puis FF, et enfin FV; les diverses hau- 
teurs peuvent donc être portées sur FG à partir du point L. 
Quand la perspective est amplifiée , par exemple , dans le rap- 
port de 1 à 3, on élève la perpendiculaire Ig au tiers de LP, on 
porte les hauteurs de Z en m et de / en n, etc., puis on mène 
PmM, PnN, etc.; la droite Imng est appelée échelle des hau- 
teurs. 

Remarque, L'échelle des largeurs et celle des hauteurs ne 
servent qu'à diviser une droite en parties proportionnelles aux 
divisions d'une droite donnée , tandis que l'échelle des profon- 
deurs est une droite divisée conformément aux règles de la pers- 
pective. D'ailleurs, l'emploi de ces échelles est moins rapide que 
le procédé suivant. 

337. Procédé pour obtenir une perspective agrandie. 

Soit à mettre en perspective des points quelconques donnés 




par'leurs projections (A, A'), (B, B'), etc., on connaît les pro- 
jections V et V de l'œil , et l'on veut que la perspective ait des 
dimensions doubles de celles que fourniraient les données. 

Sur deux lignes perpendiculaires xy, oz divisées en parties 
égales, projetons les projections horizontales et verticales des 
points donnés; puis prenons e/) = 2EP, /)v'=2PV', v'd' = 2VP, 
et sur ep prenons des divisions doubles des parties de oy. Joignons 
les points obtenus au point de fuite principal v' et formons un 
réseau perspectif. [N*> 325.] 

La droite eg est l'échelle des largeurs, el est l'échelle des 
éloignements. La projection horizontale A a pour cotes 4 et 7; 
sa perspective est donc au point a qui correspond à la largeur 4 
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et à la profondeur 7 ; de même pour les autreé points ; quant ' 
aux hauteurs, pour A', par exemple, dont la cote égale 5, on 
prend la perpendiculaire aa' égale à 5 divisions de ff\ Le point 
a' est la perspective du point donné par les projections (A, A'); 
de même au point c , on prend ce' égale à 14 divisions de Tho- 
rizontale qui passe par o. On prend aa' égale 5 divisions de ff', 
parce que deux parallèles au tableau menées par le même point a 
ont des perspectives égales. [N^ 310, IL] 

Remarque. Ce procédé est une véritable craticulation , et 
c'est le plus simple que Ton puisse employer quand il y a un 
grand nombre de points. 



§ VIIL — APPLICATIONS 

Problème. 

338. Construire la perspective d* une croix, [Planche IL] 

Recourons à la disposition du numéro 328. Soient BR le plan 
de la croix, et tu la trace du tableau donnée de position, ainsi 
que les projections v et v' de Toeil. Le sujet est dessiné à Téchelle 
1/2 en b et h\ 

Par la projection horizontale de Toeil , menons des parallèles 
vt , vz aux côtés de la base B , afin de déterminer les points de 
fuite € et z^ des lignes principales ; puis prolongeons les côlés 
du plan B , projetons Ci en G ; G étant sur le tableau , CjF a sa 
perspective sur C^^ etc., EH'i a sa perspective sur H'^'; on ob- 
tient donc les points e, /"pour perspective de E, F. Quant à 
l'élévation , portons les hauteurs de la croix de H en I , J , K , 
et de H' en F, J', K', HI = 2Ai, etc., et joignons ces points I, 
r, etc., au point de fuite <'; le point n est déterminé par la ver- 
ticale vnn et la droite fK. 

Remarque, Si le point de fuite H n'est pas dans les limites 
de l'épure , on peut procéder comme il suit : Par r, par exemple, 
on peut diviser G^' en parties proportionnelles aux distances 
RS et vp [n® 316]; le meilleur procédé est de mener deux pa- 
rallèles RTi , vdy et de joindre T au point d! y projection verti- 
cale de d [n<^ 317]. Il peut aussi arriver que les points H et H' 
soient hors de l'épure; dans ce cas, pour déterminer n, par 
exemple, on peut prendre NN'=^HK; m est la perspective du 
point situé sur l'horizontal qui aurait M pour projection hori- 
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zonlale et N pour projection verticale ; donc en menant N'v' on 
déterminera le point n [n® 331]. Ce dernier procédé est celui 
qu'on emploie lorsqu'on détermine la perspective point par point 
à l'aide des deux projections de chaque point des données : mais 
il est préférable d'élever la perpendiculaire AA' et de joindre A' 
au point de fuite correspondant z' ; car on obtient ainsi en même 
temps le point o. 

Problème. 

339. Construire la 'perspective d'une porte avec perron. 
Soient P le profil du perron, A le sommet de la projection 

horizontale de ce perron ; pour ne point avoir la perspective sur 
les préparations, disposons le plan en B^, ainsi que cela se pra- 
tique souvent, de manière que AF et AjFi soient symétriques 
par rapport à xy; nous déterminons ainsi les points G, F, G, 
etc. ; mais pour avoir les points de fuite d' et e-, il faut mener 
ve parallèle à AF et vd parallèle à l'autre côté de l'angle A. Puis 
on opère comme dans l'exemple précédent. 

Problème. 

340. Problème. Construire la perspective d*un corps de ré- 
volution, [Planche III.] 

Soient (#a^ a'b') les projections de l'axe du corps de révolu- 
tion; v' le point principal, et d' un des points de distance. 
[NO 308.] 

Pour que la perspective ne recouvré point la projection? verti- 
cale du corps donné, représentons le méridien de ce dernier 
en AB. Déterminons un certain nombre de parallèles. L'axe 
[a, a'b') a pour perspective ab ; les points H, C, E, etc., qui 
correspondent aux parallèles choisis font connaître K, d , e', etc.; 
il suffit de joindre ces points à v' pour obtenir leur perspective 
h, o, e, etc. 

Pour les largeurs, on peut prendre a7' = AL, etc., et joindre 
/' et A:' à v' , on trouve Ik ; mais il est plus simple de procéder 
comme il suit : la droite ab est divisée en parties proportion- 
nelles aux divisions de db\ On a -^ = -?^ égale donc Ar,; 

ainsi, comme on pouvait le prévoir [n® 310, III], les largeurs 
telles que a'V devenant al sont réduites dans le même rapport 
que les hauteurs ; par suite , à l'aide du compas de réduction 
disposé pour le rapport voulu, on prend les grandeurs al, hî, 
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d'ailleurs ef =eg, etc. On peut même, sans tracer la figure AB, 
dessiner le profil ftî relativement à Taxe ab. 

Après avoir déterminé les diamètres fg , îj , ik , etc, on trace 
les carrés circonscrits [n<> 234] ; par exemple, pour fg, on mène 
la diagonale ecT. On joint f et g au point principal, et par m 
et ^ on mène des parallèles au diamètre , on a Tellipse frgs pour 
perspective du parallèle qui aurait e' pour centre et KF pour 
rayon ; puis on trace la courbe enveloppe des ellipses ainsi dé- 
terminées. 

Remarque essentielle. Dans les planches d'étude des n^» 338, 
339 et 340 , il était nécessaire que les points de fuite v', â! , 
etc., se trouvassent dans les limites du dessin; on s'est d'ailleurs 
conformé à la remarque [314]; néanmoins, les perspectives 
des figures 338 et 339 auraient meilleur aspect si le point de vue 
était plus éloigné du tableau. 



§ IX. — PERSPECTIVE CAVALIÈRE 



341. La perspective cavalière est une représentation des corps, 
fondée sur les conventions suivantes. 

On dessine la face principale de l'objet sur un tableau paral- 
lèle à cette face ; les lignes perpendiculaires à cette face sont 
inclinées d'une quantité constEinte et réduites dans un rapport 
donné. 

Problème. 

342. Représenter un cube ayant pour 
arête la longueur 1. 

(R indique la direction des lignes fuyantes, 
et V2 ®st le rapport de réduction.) 

Il faut construire le carré ABCD ayant l- 
pour côté ; par chaque sommet mener une 
parallèle à R et porter sur chaque ligne une 
longueur telle que BE égale 1/2^^ ^^ joindre 



. L. 

d/J ç 


/ 


; 
/ 

A 1 


7 



deux à deux les points obtenus. Yy 

Problème, 



X 



343. Trouver la perspective cavalière d*une circonférence, 

Google 



connaissant la direction Vi et le rapport 1 . 
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Je mène diverses ordonnées AB, CD, je les incline et je prends 

B 




AB'=AB, CD'=CD, etc.; la courbe obtenue est une ellipse. 
[Géométrie, appendice, exercice 6.] 

344. Emploi de la perspective cavalière. La perspective cava- 
lière donne une idée assez exacte de l'aspect qu'offrent les corps, 
et fournit en môme temps tous les éléments nécessaires pour les 
construire. On emploie la perspective cavalière pour représenter 
les voussoirs, les assemblages. Le résultat est satisfaisant lorsque 
l'angle d'inclinaison égale 45° et que le rapport de réduction 
égale 1/2- 



/ a * 1 






t 








Ainsi l'assemblage à queue d'aronde à rai -bois reproduit sui- 
vant le système des deux projections en (a, a'), (6, 6') se re- 
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présente ordinairement comme A et B , en inclinant en sens con- 
traire les lignes fuyantes , et en montrant la concavité de 6. 

La planche du n® 339 contient la perspective cavalière de la 
croix et de Tescalier déjà étudiés. 
\ 

Le rapport = j ; mais on a pris mirij = mn, 

345. Remarque. Dans la géométrie descriptive proprement 
dite on prend deux plans de projection rectangulaires, et les 
points sont projetés par des perpendiculaires , aussi ce mode est 
a^^i^elé projection orthogonale de la figure donnée. D'une ma- 
nière plus générale, on nomme projection cylindrique d'une 
figure sur un plan l'intersection de ce plan et d'un cylindre dont 
les génératrices, parallèles entre elles, sont menées par chaque 
point de la figure; mais la direction constante des génératrices 
est d'ailleurs quelconque. 

La projection conique d'une figure sur un plan est l'intersec- 
tion de ce plan par le cône dont les génératrices sont menées 
par chaque point de la figure et par un point fixe donné pris 
pour sommet ; la perspective linéaire sur un tableau plan est la 
projection conique de la figure sur ce plan. La perspective cava- 
lière peut être considérée comme une projection cylindrique 
oblique , ou comme une perspective dont le point de vue est in- 
finiment éloigné. 
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Problème. 

346. Déterminer le point de contact d'un plan tangent à une sur- 
face de révolution : ce point doit appartenir à un méridien donné, 
et le plan tangent doit être parallèle à une droite donnée (R, R'). 

Soit mn la projection horizon- 
tale du méridien donné; considé- 
rons le cylindre qui serait circon- 
scrit à la surface de révolution 
suivant le méridien donné : ses 
/^î génératrices seraient perpendicu- 
laires à mn, sa section droite 
égalerait le méridien. 

On peut mener un plan tangent 
à ce cylindre [n» 173, 3»]; pour 
cela, projetons (R, R') sur le 
méridien donné, et afin de ne 
point tracer la projection verti- 
cale de mn, amenons bo sur le 
méridien principal, on trouve ainsi 
o'b'i ; il faut ensuite mener une 
tangente d'jc'j parallèle à o'b'i ; le 
point de contact c'i fait connaî- 
tre Ci , ce qui donne le point c 
dans le méridien considéré , et par 
suite c' sur le parallèle cV^. 
Il y a deux solutions : {c, c') appartient à la partie antérieure du 
méridien, et {f, f) à la partie postérieure. 

Problème. 

347. Déterminer le point de contact d'wn plan tangent à une sur- 
face de révolution: ce point doit appartenir à une parallèle donnée. 
el le plan doit être parallèle à une droite (R, R'). 

Les plans tangents à la surface de révolution et dont lespoints de 
contact sont sur le parallèle donné [cb, c'b'] délerminent un cône cir- 




conscrit 

[173, 2» ] 

Par -le 



NOTE 227 

ayant pour génératrices extrêmes les tangentes h' s' et cV 

sommet de ce cône menons une parallèle (sV, »c) à (R, R'), 



iC. 



^x. 



v\. 



\ 



V / ! î\ l/i 1 I 




cherchons la trace (e^e') par rapport à un plan horizontal quel- 
conque; par le point e, il faut mener une tangente ef à la trace du 
cône sur Thorizontal considéré; on détermine ainsi la projection ho- 
rizontale of de la génératrice de contact; elle rencontre le parallèle 
en g y ce qui fait connaître la projection verticale g' du point de con- 
tact. 

Le second pofnt [h, h') appartient à la partie postérieure du pa- 
rallèle. 

Problème t 

348. Déterminer la courbe de contact d'une surface de révolution 
et du cylindre circonscrit dont les génératrices sont parallèles à u/ne 
droite donnée (R, R'). 

Le lieu géométrique des points de contact des plans tangents pa- 
rallèles à la droite donnée (R, R') est le contour apparent de la sur- 
face par rapport à la direction donnée (n« 17S); les parallèles à 
(R, R') menées par chaque point de contour apparent forment le 
cylindre circonscrit. Déterminer un point quelconque de la courbe de 
contact revient donc à mener un plan tangent parallèle à la droite 
(R, R') par rapport à un méridien quelconque ou à^n parallèle quel- 
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conque. Par exemple, en recourant au n® 346, soit à déterminer le 
point de contact situé sur le méridien mn. 






\ 



.._..4^ f--, f... 




Abaissons la perpendiculaire ab; déterminons o'b'i (n*»346) et me- 
nons les tangentes c'jd'i , f'ig'i parallèles à o'b'i. 

Les points de contact seront à Tintersection du méridien donné, et 
des parallèles menés par c'j et ft- La projection f^ fait connaître f^; 
puis le parallèle coupe mn en c et /*, et Ton projette ces points en 

A Paide du même procédé, ou en employant le n° 347, on déter- 
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mine un certain nombre de points, et on les réunit par un trait con- 
tinu. 

Remarques. I. b peut donner b'i ou 6*2, mais les tangentes paral- 
lèles à ob'i ou à o'fe'a déterminent les mêmes parallèles. 

II. Les parallèles c\, fi ont des points de contact (e, e'), (/i, h')j 
situés sur le méridien mini symétrique de mn par rapport à la 
droite ao. 

Points principaux. Certains points peuvent être trouvés directe- 
ment, d'autres ont une importance spéciale ;*il faut les déterminer et 
ne recourir qu'un petit nombre de fois à la construction générale. 

1° Les plans tangents verticaux parallèles à la droite donnée (R, R'> 
ont pour point de contact p ei q situés sur Téquateur, aux extré- 
mités du diamètre pq pependiculaire à R ; d'ailleurs p ei q font con- 
naître p' et q'. 

2o Les points situés sur le méridien principal sont donnés par des 
plans perpendiculaires au plan vertical; par suite, leur trace verti- 
cale est parallèle à R'; donc, il faut mener les tangentes i'f et i'ij'i 
parallèles à R'. ' 

i' et i'i font connaître i et ij. 

On détermine le méridien oli symétrique de ol, et on a un nou- 
veau point {k, k'] en prenant ok-=oi, etc. 

3° Le point le plus, haut et le point le plus bas de la projection ver^ 
ticale sont donnés par les tangentes menées au méridien qui contient 
[R, R') , ou plus généralement qui est parallèle à la direction donnée. 
Amenons ce méridien à se confondre avec le méridien principal; (R, R') 
devient (Rj, R'j); on mène r'ii'^ et s'iu'i parallèles à R'j; puis r'j 
fait connaître r^, et on amène le point (rj, r'i) en (r, r'). De même 
on a («, s'). 

Remarques. I. ao est toujours un axe de la projection horizontale. 

IL La courbe i'p'i'i, placée sur la partie antérieure. de la surface, 
est visible sur la projection verticale; la région supérieure psq de la 
courbe de contact est visible en projection horizontale, car elle est 
au-dessus de Téquateur. 

III. Les constructions se simplifient lorsqu'on connaît la nature de 
la courbe à obtenir; ainsi, lorsque la surface de révolution est un 
ellipsoïde, chaque projection de la courbe de contact est une ellipse. 
Dans l'exemple donné, la courbe méridienne étant un ove formé d'un 
demi-cercle surmonté d'une demi-ellipse, on a les résultats suivants : 

La projection horizontale se compose de la demi-ellipse prq ayant 
op, or pour demi -axes, et de la demi -ellipse psq dont op, os sont 
les demi-axes. 

La projection verticale est formée par la demi -ellipse p'r'q' dont 
o'p', o'r' sont deux demi -diamètres conjugués, et de la demi -ellipse 
p's'q' ayant o'p'j o's' pour demi-diamètres. / 
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Problème. 

349. Déterminer le point de contact d'un plan tangent à une sur- 
face de révolution : ce point doit appartenir à un méridien donné , 
et le plan doit passer par un point donné. 

Du point donné {a, a') abaissons une perpendiculaire {ab, a'b') 
sur le méridien , afin d'avoir une parallèle aux génératrices du cy- 
lindre- circonscrit suivant le méridien projeté horizontalement en mn. 




Amenons le méridien donné à se confondre avec le méridien prin- 
cipal, et par 6'| menons une tangente b'ic'i. Le point de contact 
(ci, c'i) vient en (c, c') sur le méridien donné. 

Il y a un second point {d,d'). 

Problème. 



350. Déterminer le point de contact d'un plan tangent à une sur- 
face de révolution : ce point doit appartenir à un parallèle donné , 
et le plan doit passer par un point donné. 

Le plan tangent doit contenir la droite qui joint le point donné 
{a, a') au sommet (s, s') du cône circonscrit au corps de révolation 
suivant le parallèle donné (6c, b'c'). ^ _t^ 
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Par la trace e, il faut donc mener une tangente à la trace du cône 
sur rhorizontai considéré; le contact aura lieu suivant la génératrice 




sf; par suite, g est la projection horizontale du point de contact, et 
g' la verticale. 
Il y a une seconde solution [h, h'). 



Problème. 



351. Déterminer la courbe de contact d*une surface de révolution 
et du cône circonscrit dont le sommet est donné. 

Soit {a, a') le sommet du cône circonscrit. 
Un point quelconque de la courbe de contact se déterminerait à 
Taide du n« 349 ou de 350. 
Les points principaux sont les suivants : 

1° Les points p et g situés sur Téquateur; ils sont donnés par les 
plans tangents perpendiculaires au plan horizontal ; ces plans ont pour 
trace horizontale les tangentes ap, aq, 

2° Les points i', t'i , situés sur le méridien principal , sont déter- 



232 



GÉOMÉTRIE descriptive' 



minés par les tangentes ai\ a'i'i. D'ailleurs i fait connaître k sur le 
méridien symétrique de oi par rapport à oa. 




Z" Le point le plus haut et le plus bas de la projection verticale se 
trouvent sur le méridien qui passe par le point donné {a, a'). Ame- 
nons ce méridien à se confondre avec le méridien principal; (a, a') 
devient (aj, a'i), 

La tangente a'ir'i fait connaître (r, r') et la tangente a'is'i déter- 
mine le point le plus haut {s, s'). 

Piroblème. 

. 352. Par une droite donnée mener un plan tangent à'Une surface 
dû révolution. 
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Soient la surface s et la droite ab. 

Tout plan tangent à un cône circonscrit à la surface donnée est tan- 
gent à cette surface en un point de la courbe de contact; il en est de 




même pour le cylindre circonscrit (1T7, remarque); donc, détermi- 
Qons les courbes de contact ef, gh de deux cônes circonscrits ou d'un 
cône et d^uii cylindre à génératrices parallèles à ab. Soient c et d 
les points d^ntersection des deux courbes de contact; les plans déter- 
minés par a, 6, c ou par a, b, d sont tangents à la surface de ré- 
volution. 
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PROBLÈMES DE RÉCAPITULATION 



807. Gonstniire le rabattement sur le plan horizontal d'an point donné qne 
l'on fait tourner autour d'un axe parallèle au plan horizontal. (Baccalauréat. 

— Dyon,1872.) 

808. Deux points A et B étant donnés par leurs projections, déterminer sur 
le plan vertical un point M, dont les distances aux points A et B soient respec- 
tivement égales à deux longueurs données l et V. Discuter le problème. (Bacca- 
lauréat. — Dijon, 1878.) 

309. Les traces d'un plan sur les plans de projection font avec la ligne de 
terre des angles égaux: savoir, pour la verticale à 80o, et pour l'horizontale 
à 460. On demande la grandeur des angles formés par ce plan avec les plans de 
projection et avec un plan de profil. (Baccalauréat. — Dijon, 1878.) 

810. Une droite étant donnée par ses traces sur les plans de projection, on 
demande de construire les traces du plan passant par cette droite et faisant un 
angle donné avec le plan qui la projette sur le plan horizontal. (Baccalauréat. 

— Dijon, 1878.) 

811. étant donnés une droite dans le plan vertical et un point dans l'espace, 
on demande de déterminer une droite passant par le point donné, s'appuyant 
sur la droite donnée , et telle que le segment rectiligne compris entre sa trace 
horizontale et le point donné soit double de celui qui est compris entre le même 
point et sa trace verticale. On Indiquera les conditions qui doivent être remplies 
pour que le problème soit impossible ou indéterminé. (Baccalauréat. — Dijon, 
1874.) 

812. Par un point. donné mener une droite qui s'appuie sur deux droites 
données; — épure du problème. (Diplôme de fin d'études. — Dijon, 1872.) 

818. Déterminer la section droite d'un cylindre oblique, vraie grandeur de la 
section et développement. (Diplôme.— Dijon, 1878.) 

814. Étant donnés un point et un plan , abaisser du point une perpendiculaire 
sur le plan. Trouver la vraie grandeur de cette perpendiculaire ; examiner le cas 
particulier où le plan esjb perpendiculaire h la ligne de terre. (Diplôme. — Dijon , 
1878.) 

815. Section plane d'un cône droit à base circulaire dans le cas où le plan 
coupe une seule nappe du cône ; vraie grandeur de la section et développement. 
(Diplôme. — Dijon, 1878.) 

. 816. Intersection d'un cône droit et d'une sphère ; tracé de la tangente en un 
point de la courbe. (Diplôme.— Dijon, 1873.) 

317. Déterminer l'angle de deux plans. (Diplôme. — Dijon, 1878.) 

818. Déterminer l'ombre portée par une sphère sur le plan horizontal. (Di- 
plôme. — Dijon, 1873. ) 

819. Section droite d'un cylindre oblique parallèle au plan vertical; la base 
est circulaire et se trouve sur le plan horizontal , tangente à la projection hori- 
zontale et au rabattement de la courbe obtenue. (Diplôme. — Dijon, 1878.) 

820. Étant donnés deux plans qui se coupent, mener dans le premier plan, 
par un point donné, une droite faisant avec le second un angle déterminé. (Di- 
pWme.-DlJon.1874.) owzedb,GoOgle 
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321. On donne nn tétraèdre régulier, dont nne base est sar le plan horizour 
tal , on Inscrit an cercle dans cette base , et on fait passer par le cercle une sphère 
ayant son centre an sommet du tétraèdre : trouver l'intersection des surfaces 
de ces deux corps. Trouver les projections de la tangente à l'une des courbes 
d'intersection. On figurera les projections du solide commun , en supposant en- 
levées la partie du tétraèdre extérieure à la sphère , ainsi que celle de la sphère 
extérieure au tétraèdre.' ( Diplôme de fin d'études et. Brevet de l'enseignement 
secondaire spécial. — Dijon, 1874.) 

822. Mener par un point donné une droite faisant des angles connus avec les 
plans de projection. (Diplôme. — Dijon, 1874.) 

323. Intersection d'un cyllndi*e creux à bases circulaires et concentriques par 
un cylindro vertical à base circulaire ; dans le dessin ce dernier est supposé . 
transparent : faire le développement du cylindre vertical. (Diplôme et Brevet 
spécial. — Dijon i 1874.) 

824. Trouver le centre et le rayon de la sphère circonscrite à un tétraèdre 
régulier placé sur le plan horizontal, de manière qu'un des côtés de la base 
soit perpendiculaire au plan vertical. (Diplôme. — Montpellier.) 

825. Un cube est posé sur le plan horizontal de telle sorte qu'une de ses arêtes 
verticales soit dans le plan vertical. Un point lumineux est situé dans le plan 
vertical, vers la droite du cube : tracer l'ombre portée sur le plan horizontal. 
(Diplôme. — Montpellier.) 

326. Tracer (sans instruments) l'intersection d'un cylindre vertical par un 
plan passant par la ligne de terre et faisant avec le plan horizontal un angle 
de 60« ; l'axe du cylindre est à une distance du plan vertical égale au diamètre 
du cercle de base. ( Diplôme. — Montpellier. ) 

327. Trois points dont les cotes respectives sont 1 m., 3 m., 5 m., se projettent 
horizontalement aux trois sommets d'un triangle équllatéral de 2 met. de côté ; 
on propose de déterminer, par une construction graphique , la projection d'une 
ligne de plus grande pente du plan qui passerait par les trois points, et de 
donner approximativement la pente de ce plan. (Brevet de capacité, l^* série. 
— Dijon, 1878.) 

828. Sur un terrain en pente, un champ a la forme d'un triangle; les cotes 
en hauteur de ses sommets sont : A=15 m.; B = 86 m.; G = 42 m. Les projec- 
tions des cotes sur le plan horizontal ont pour longueur : ab = 22ft m. ; 

&c=175 m.; oc =: 340 nv : en tracer le plan au rrrr; en trouver la surface et 

la pente. (Académie d'Alger, 1873.) 

829. Faire à main levée et expliquer l'épure donnant les projections du centre 
de la circonférence, passant par trois points donnés par leurs projections. 
(Diplôme. — Paris, 1878.) 

330. Un prisme pentagonal droit repose par l'une de ses faces latérales sur 
le plan horizontal de projection, de telle. sorte que ses arêtes latérales fassent 
avec le plan vertical de projection un angle de 85°. 

1» Construire les projections horizontales et verticales du prisme. 

20 Couper le prisme par un plan perpendiculaire au plan vertical de projec- 
tion et incliné de 45o sur le plan horizontal de projection. 

80 Rabattre le plan sécant sur le plan horizontal de projection et construire 
la section en vraie grandeur. Ponctuer les lignes servant & la construction. 
(Diplôme. — Rennes, 1874.) 

331. Une pyramide a sa base régulière inscrite dans un grand cercle d'une 
sphère de 2 mètres de rayon ; le sommet de la pyramide est sur la sphère ; la 
hauteur tombe sur une des grandes diagonales de la base et divise la droite en 



236 GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 

deux parties qui sont entre elles comme 4 est à 5. On propose de tracer, & 
l'échelle de 2 centimètres par mètre , le rabattement des six faces de la pyra- 
mide snr le plan de sa base; toutes les constructions auxiliaires relatives à la 
détermination des arêtes devront figurer sur l'épure. (Brevet de capacité , 
1" série. — Montpellier, 1875. ) 

832. Une pyramide hexagonale régulière est posée en équilibre sur son sommet 
sur le plan horizontal ; on y inscrit une sphère et l'on demande : !<> de cons- 
truire les projections de la pyramide; 2» le contour apparent, sur chaque plan 
de projection, de la sphère inscrite; 8o les projections et le rabattement sur le 
plan horizontal de la section faite dans la pyramide et dans la sphère par nn 
plan perpendiculaire au plan vertical, faisant nn angle de 45o avec le plan 
horizontal, et passant par le milieu de la hauteur de la pyramide. Hauteur 
= 0,14 ; rayon du cercle circonscrit à la base de la pyramide = 0,07. ( Diplôme. 
— Clermont, 1871.) 

383. Déterminer la section d'une pyramide qnadrangulalre régulière par un 
plan perpendiculaire à une arête latérale , et qui coupe cette ligne au tiers de 
^a longueur à partir du sommet. L'arête considérée n'est point parallèle au plan 
vertical. (Diplôme. — Clermont-Ferrand. ) 

334. On donne deux sphères concentriques : déterminer les projections de la 
section de l'extérieure par un plan tangent à l'Intérieure en un point donné 
de cette sphère. (Diplôme. — Clermont-Ferrand.) 

335. Trouver les projections d'une sphère tangente à une droite donnée, en 
un point donné, passant par un second point, et tangente & une droite donnée 
perpendiculaire au plan vertical. 

lo Déterminer l'intersection de la sphère ci-dessus et d'une droite donnée. 

20 Résoudre le problème précédent quand la seconde droite est remplacée par 
une sphère donnée. ( 1" partie , Diplôme ; les 2 parties , Brevet spécial. — Di- 
jon, 1872.) 

336. Étant donnés un cône par sa base et son sommet, un cylindre par sa 
base et la direction de ses génératrices, et une génératrice de chacune de ces 
surfaces, déterminer le centre et le rayon d'une sphère qui sera tangente à 
chacune de ces surfaces en un point arbitraire de chacune des génératrices 
données. (Brevet spécial. — Dijon, 1878.) 

387. Section d'un cône droit par un plan perpendiculaire an plan vertical, 
dans le cas où la section est une hyperbole. Rabattement de la section, tan- 
gente à la projection horizontale de cette courbe et à son rabattement. (Brevet 
spécial. — Dijon, 1873.) 

888. Un cercle est donné par deux de ses points, rinclinalson de son plan 
sur l'horizon , et un plan auquel il doit être tangent : trouver ses points d'inter- 
section avec une surface de révolution dont l'axe est vertical. (Brevet secon- 
daire. — Dijon, 1873.) 

339. Étant donné un ellipsoïde de révolution dont l'axe est vertical , lui mener 
par un point extérieur donné , un plan tangent dont le point de contact soit : 
1» sur un parallèle donné; 2« sur un méridien donné. (Brevet secondaire. — 
Dijon, 1873.) 

840. Dessiner l'ombre portée d'une sphère sur un plan quelconque par rapport 
aux plans de projection. (Brevet secondaire. — Dijon, 1878.) 

341. 10 Déterminer l'ombre propre d'une surface de révolution éclairée par 
des rayons parallèles. 

20 Déterminer l'ombre d'une niche. (Brevet spécial, examen oral. — Mont- 
pellier, 1871.) 
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842. Construire , par les procédés de la géométrie descriptive , un tétraèdre 
régulier, connaissant les projections d'une arête et la direction de la projection 
horizontale d'une arête contlguë à la première. (Brevet spécial. — Dijon, 1874.) 

848. Par un point donné mener une droite faisant avec deux droites données 
des angles respectivement égaux à des angles dt>nnés a et p. (Brevet secondaire 
spécial. — Dijon, 1874.) 

844. On donne deux points inégalement éloignés d'une sphère : trouver le 
chemin minimum qui réunit ces deux points en touchant la sphère. (École des 
mineurs de Saint-Étlenne , 1867.) 

Quetiîont posées aux examens de l'Ecole centrale. 

346. lo Déterminer l'intersection d'un plan parallèle & la ligne de terre et 
d'un cylindre qui a pour base une circonférence tracée sur le plan horizontal ; 
les génératrices sont perpendiculaires à la ligne de terre et inclinées de 45o sur 
le plan horizontal. 

20 Trouver l'intersection d'une droite et d'une sphère ; plan tangent à un des 
points d'intersection. 

846. On donne une sphère et on prend deux points sur' le prolongement de 
' deux rayons rectangulaires, chacun de ces points est le sommet d'un cône cir- 
conscrit à la sphère: quelle est l'intersection des deux cônes (chaque rayon est 
parallèle à un des plans de projection)? 

347. Trouver l'intersection de deux cônes qui ont pour base une circonférence 
tracée sur le plan horizontal; les sommets sont donnés et se projettent aux 
extrémités du diamètre parallèle k acy : on demande l'intersection des deux 
cônes. 

848. Deux cylindres sont donnés respectivement par leur directrice et une 
position particulière de leur génératrice (plans cotés). Trouver un point de l'in- 
tersection de ces surfaces et la tangente en ce point, 

849. Trouver la courbe d'intersection d'un cône de révolution dont l'axe est 
perpendiculaire au plan horizontal, et d'un plan donné par sa trace verticale 
et par la condition de faire un angle de 46** avec le plan vertical de projection. 

860. On donne un plan perpendiculaire au plan vertical de projection et une 
droite située dans le plan verticai. On demande la trace horizontale d'un plan 
passant par cette droite et faisant avec le premier un angle de 46o. 

851. l® On donne la trace verticale d'un cylindre et la direction de ses 
génératrices : trouver l'intersection de ce cylindre, et d'un plan donné par ses 
traces. 

2» On donne , dans le plan horizontal , une droite qui est l'axe d'un cylindre 
de révolution dont on connaît le rayon. Mener un plan tangent à ce cylindre 
par un point de l'espace. 

862. Trouver l'intersection d'un cône de révolution par un plan quelconque 
et le point d'inflexion de la courbe de développement de cette courbe d'inter- 
section. 

368. Mener, par un point donné, un plan tangent à un cylindre ayant pour 
axe de révolution la ligne de terre. 

864. On donne deux horizontales et on considère une droite qui glisse sur ces 
deux horizontales et reste parallèle au plan vertical : mener le plan tangent à 
la surface ainsi engendrée , par un point pris sur la surface. 

855. On donne un cercle situé dans un plan horizontal, et on le considère 
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comme la base d'an cône ayant pour sommet un point dç la ligne de terre. 
On demande de lui mener un plan tangent par un ^utre point de la ligne de 
terre. 

856. On donne une sphère dont le centre est sur la ligne de terre, et une 
droite située dans un plan de profil : mener les plans tangents & la sphère, pas- 
sant par la droite donnée. 

357. Deux cônes ont même sommet ; les bases sont circulaires et placées sur 
le plan horizontal : mener un plan tangent à ces deux cônes ; combi&[i i)eut-on 
en mener? 

858. Étant donnés un cône et un cylindre, mener un plan tangent commun 
aux deux surfaces. — Même problème pour un cylindre et une sphère. 

è59. Un cercle et une ellipse sont situés dans le plan de comparaison ; le 
cercle est intérieur à l'ellipse et sert de base h un cône droit dont le sommet 
est coté 20. L'ellipse est la base d'un cylindre oblique dont on donne nne géné- 
ratrice cotée. On demande Tlntersection de& deux surfaces et la tangente en un 
point. 

860. Trouver l'intersection d'une droite et d'un hyperboloTde ; la droite ren- 
contre l'axe de la surface. 

861. Inscrire une sphère dans un tétraèdre en supposant une face située dans 
le plan yertlcal et une autre face dans le plan horizontal. 

863. Par deux points donnés faire passer un cylindre de révolution tangent à 
un plan donné. 

863. On donne les projections d'une sphère et celle d'un point : trouver sur 
la sphère le point le plus rapproché .et le point le plus éloigné du point donné. 

864. On donne une sphère dont les projections sont deux cercles tangents à 
la ligne de terre ; on donne , en outre , un point sur la ligne de terre ; ce point 
est le sommet d'un cône circonscrit à la sphère: trouver la courbe de contact. 

365. On donne une sphère qui coupe le plan horizontal suivant un cercle 
donné ; on connaît le rayon de cette sphère : on demande son intersection avec 
un cône qui aurait pour base le cercle donné et pour sommet un point donné 
quelconque. 

366. Un cylindre a pour axe la ligne de terre; un autre cylindre parallèle au 
plan vertical , et dont les génératrices sont inclinées de 46« sur le plan horizon- 
tal , a pour base un cercle tangent à la ligne de terre. Trouver l'Intersection de 
ces deux surfaces. 

867. Un cercle situé sur le plan horizontal sert de base i. deux cylindres 
parallèles au plan vertical, et dont les génératrices sont également inclinées 
sur le plan horizontal, mais de sens contraire : trouver l'intersection des deux 
surfaces. 

368. Trouver l'intersection d'un cône oblique à base elliptique par un plan 
dont la trace horizontale coupe la base du cône. 

869. Trouver l'intersection d'un tore par un plan parallèle à la ligne de 
terre. 

870. On donne une sphère et un point situé dans le plan mené par le centre 
de la sphère parallèlement au plan vertical de projection. Trouver la courbe de 
contact du cône circonscrit à là sphère par le point donné. Déterminer le plan 
de la courbe de contact. 

871. Trouver l'intersection d'un cône droit et vertical avec une sphère placée 
d'une manière quelconque. — Tangente en un point de l'intersection. 

872. On donne une courbe située dans le plan horizontal , elle tourne autour 
de la ligne de terre : déterminer la projection verticale d'un point de Ift surface 
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engendrée, connaissant la projection horizontale de ce point. Mener le plan 
tangent en ce point. 

878. Une sphère est éclairée par des rayons Imninenx dont la direction est 
donnée : tronyer l'ombre portée par cette sphère sur les plans de projection. 

874. Étant donnés un cône oblique à base circulaire et une droite, mener 
par cette droite un plan sécant du cône, de manière que cette section «oit à i 
une distance donnée du sommet. 

875. Peut-on , en général , mener un plan tangent à deux cônes ? 

876. Trouver l'intersection de deux cônes qui ont leurs sommets sur le plan 
vertical , et pour base commune un cercle situé sur le plan horizontal : mener la 
tangente en un point de l'intersection. 

877. Mener par la ligne de terre un plan tangent & une sphère donnée par 
ses projections. 

378. Trouver l'intersection d'une sphère et d'un hyperboloïde de révolution; 
le centre de la sphère est donné sur l'axe de l'hyperboloïde. 

879. Par le sommet d'un cône dont la base repose sur le plan horizontal , on 
a mené une parallèle à la ligne de terre. Mener un plan tangent au cône par 
cette parallèle. 

880. Construire l'intersection de' deux sphères données par les projections des 
centres et les longueurs des rayons. Mener la tangente en un point de l'inter- 
section. 

88^ Une sphère a son centre sur la ligne de terre; on lui circonscrit un 
cylinare horizontal et un cylindre vertical : construire l'intersection de ces deux 
cylindres et la tangente en un point. 

882. On donne une surface de révolution dont l'axe est perpendiculaire au 
plan yertleal. Quels sont les points de la surface qui ont une projection verticale 
donnée ? et trouver les traces des plans qui touchent la surface en ces points. 

888. On donne un cône ayant son sonmiet sur le plan vertical et sa base cir- 
culaire sur le plan horizontal ; le centre de cette base est sur la ligne de terre : 
on demande de placer sur ce cône une drconférenoe de rayon donné, dont le 
plan ne soit pas parallèle à la base du cône. 

Epures de Géométrie detoriptive proposées pour l'admission 
à l'École centrale ou à Saint -Gyr. 

École centrale. — 884. On donne l» un plan P passant par la ligne de 
terre et faisant un angle de 4&o avec le plan horizontal ; 2» un point a du plan 
horizontal, situé à 6 centimètres de la ligne de terre. On demande les traces 
horizontale et verticale» d'un cône de révolution ayant pour sommet le point A 
du plan P qui se projette horizontalement en a, pour axe la perpendiculaire 
élevée en A au point P , et pour demi-angle au sonmiet un angle de 40o. 

886. On donne !<> un plan passant par la ligne de terre et faisant un angle 
de 60® avec le plan horizontal ; 2» un point a du plan horizontal situé à 6 cen- 
timètres de la ligne de terre. On demande les traces horizontale et verticale 
d'un cylindre de révolution ayant pour axe la perpendiculaire élevée au plan 
donné par le point de ce plan qui se projette horizontalement en a ^ et un rayon 
de 8 centimètres. 

386. On donne l» une droite située dans le plan horizontal et faisant un 
angle de 46» avec la ligne de terre; 2» un point m du plan horizontal, pris à 
volonté entre la droite précédeQte et la ligne de terre. La droite, en tournant 
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autour de la ligne de terre , engendre un cône. On demande : !<> de mener à ce 
cône nn plan tangent par l'un des deux points do la surface qui se projettent 
horizontalement en m; 2» de construire les projections de l'intersection de ce 
plan tangent et d'un cylindre de révolution ayant la ligne de terre pour axe et 
^ un rayon de 3 centimètres. 

887. Deux cercles situés dans le plan horizontal ont leurs centres sur la ligne 
de terre à 9 centimètres l'un de l'autre , et des rayons respectivement égaux à 
3 et à 4 centimètres. On mène & ces cercles deux tangentes communes, l'une 
intérieure A, l'autre extérieure B. La tangente A, en tournant autour de la 
ligne de terre, engendre un cône. On demande la projection verticale et la 
vraie grandeur de la section faite dans ce cône par le plan vertical qui a la 
tangente B pour trace horizontale. On tracera les asymptotes de la section, si 
elle les admet. 

888. On donne une sphère par son centre et son rayon. On fait passer nn 
plan par la ligne de terre et le centre de cette sphère , et l'on demande les pro- 
jections de la courbe d'intersection des deux surfaces. On mènera la tangente 
en un point quelconque de cette intersection. 

889. On donne : !<> une sphère de 4 centimètres de rayon, tangente aux deux 
plans de projection ; 2». le plan qui passe par les deux points de la sphère dia- 
métralement opposés à ses points de contact avec les plans de projection , et 
dont la trace horizontale fait un angle de 60o avec la ligne de terre. On demande 
les projections et la vraie grandeur de la section déterminée par ce plan|^ans 
la sphère, ainsi que la tangente en un point de cette section. 

390. On donne : !<> un tétraèdre régulier de 7 centimètres de côté , reposant 
sur le plan horizontal par une de ses faces : l'une des arêtes de cette face est 
perpendiculaire à la ligne de terre; 2» un cylindre de révolution de 8 centimè- 
tres de rayon tangent au plan horizontal ; l'axe est parallèle à la ligne de terre , 
et sa projection horizontale passe par la projection horizontale du sommet du 
tétraèdre. Construire les projections des couches d'intersection du cylindre et 
des faces du tétraèdre. 

891. On donne un cylindre de révolution reposant sur le plan horizontal , et 
dont les génératrices sont parallèles à la ligne de terre. On demande l'intersec- 
tion de ce cylindre avec un cône vertical de révolution dont le sommet est sur 
l'axe du cylindre, et dont la trace horizontale est nn cercle de môme rayon que 
la section droite du cylindre. Construire la tangente en un point de la courbe 
d'intersection. 

892. Trouver l'intersection d'un cône et d'un cylindre définis de la manière 
suivante : 

Le cylindre est droit ; sa base est un cercle donné dans le plan horizontal. 
Le cône a son sommet sçr l'axe du cylindre; sa base est une hyperbole tangente 
à la base du cylindre et ayant pour asymptotes deux diamètres rectangulaires 
de cette base, l'un parallèle à la ligne de terre. On mènera la tangente en un 
point de la section. 

893. Intersection d'une sphère et d'un hyperboloïde de révolution à une 
nappe , définis de la manière suivante : 

L'axe de l'byperboloïde est vertical ; la plus courte distance de la génératrice 
à cet axe est de 15 mlUimëtres ; l'angle que fait la génératrice avec Taxe est 
de 4&0. 

La sphère passe par le centre du cercle de gorge ; elle a son centre sur l'hy* 
perboloïde , à 8 centimètres du plan du cercle de gorge et dans le plan méridien 
parallèle au plan vertical de projection. 

On construira la tangente en un point de la courbe d'intersection. 

894. On donne un cône droit. Dans la section méridienne A's'b' de ce cône 



Digitized by VjOOQ IC 



PROBLÈMES DB RÉCAPITULATION 241 

on iMcrit un cercle OK. Ce cerclé est la section droite d'nn cylindre. Chercher 
l'intersection de ce cylindre et dn cône. 

896. On donne un tétraèdre régulier ABCD dont les arêtes ont 0™,1 de lon- 
gueur, et dont la base ABC est située dans le plan horizontal de projection. 

Soit S la sphère circonscrite à ce tétraèdre et C le cylindre dont la section 
droite est le cercle inscrit dans une face latérale DAB. 

On demande de représenter, en projection horizontale , la partie de la sphère 
8 qui reste lorsqu'on a enlCTé la partie de ce corps comprise dans le cylindre G. 
On demande aussi la tangente en un des points de l'intersection des deux sur- 
faces (1878). 

Saint- Gyr. — 896. Une pyramide régulière SABC... à base octogonai* s'ap- 
puie par cette base sur le plan horizontal , de manière que le côté AB , placé à 
gauche, est perpendiculaire à la ligne de terre. Chaque côté de la base est de 
0>n,087, et chaque arôte latérale est de 0<o,119. Par le sommet S on mène une 
parallèle à la ligne de terre, et l'on prend, à droite, sur cette parallèle, une 
longueur ST égale à BX2,60 (B étant le rayon du cercle circonscrit à un po- 
lygone de base ABC). On Joint le point T aux sommets A, B, C, de manière à 
former une seconde pyramide TABC de môme base que la première. Cela posé , 
on demande de construire : 

1** Les projections de ces deux pyramides (distinguer les parties visibles et 
invisibles) ; 

20 'Les projections de la sphère circonscrite à la pyramide SABC, ainsi que 
celles du point (autre que le point C) où cette sphère est rencontrée par l'arête 
TO de la pyramide TABC ( 1868). 

897. lo Un prisme droit a pour base un hexagone régulier. Le côté de la 
base est de 0™,081 -et la hauteur du prisme est quintuple du côté de la base. Une 
face latérale coïncide avec le plan horizontal de projection ; les arôtes latérales 
font avec la ligne de terre un angle de 80». On demande de construire les deux 
projeetions de ce prisme. 

2« Soit le point milieu de celle des deux arêtes latérales supérieures qui est 
le plus en avant du plan vertical de projection. Considérez les points situés sur 
Les arêtes latérales et qui sont à la même distance du point , distance égale 
au double du côté de la base ; Joignez chacun de ces points au point voisin situé 
sur l'arête suivante; vous obtiendrez ainsi une ligne polygonale tracée sur la 
surface du prisme. Ou demande de construire les projections de cette ligne (1869). 

898. Une pyramide régulière SABCDEF a pour base un hexagone régulier. 
Chaque arête égale 0'b,127 , chaque côté de la base égale 0">,0S8. La face latérale 
SAB est appliquée sur le plan horizontal de projection de manière que AB est 
perpendiculaire à la ligne de terre et le point A plus près de cette ligne que 
le point B. On demande de construire : 

10 Les projections de cette pyramide ; 

2o Les projections d'une seconde pyramide régulière de même base que la 
première , et dont les arêtes latérales sont les 2/3 de celles de la première , le 
sommet de cette seconde pyramide étajit placé au delà de la base commune par 
rapport au sommet S. 

8* Les projections et la vraie grandeur de la section faite dans l'ensemble des 
deux pyramides par un plan vertical mené par le point B et le point situé aux 
2/3 de l'arête SA à partir du point ^ (1870). 

899. Une pyramide triangulaire SABC a sa base ABC appliquée sur la partie 
antérieure du plan horizontal. L'arête AB est parallèle a la ligne de terre et lo 
sommet C en avant de AB. On donne : AB=i=AC— O-jHe ; BC=0",147; SA= 
SB = se = 0",1 04. On demande de construire : 

1» Les projections de la pyramide ; 
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f Les projections de la soctton faite par un plan perpendiculaire h Taréte SA, 
mené par le point de cette arête, situé an quart de sa longueur à partir du 
sommet S. 

S» Les projections des points situés sur l'arête SA , d'où l'on Toit Taréte BC 
sous un angle droit (1872). 

400. Deux cônes circulaires droits et égaux ont mémo sommet S et se ton- 
chent extérieurement suivant la génératrice SA, de manière à adhérer l'un à 
l'autre ; le rayon de base égale 0",088 et la génératrice est double du rayon ; la 
base de l'un des cônes est appliquée sur la partie antérieure du plan horizontal, 
sa circonférence touchant la ligne de terre et la génératrice SA est parallèle an 
plan vertical de projection. On demande : 

1» De construire les projections du solide formé par l'ensemble des deux cônes ; 

9« De construire la partie invisible du plan vertical de projection , supposé 
relevé, l'œil étant placé sur la perpendiculaire à la ligne de terre menée par le 
point A et à une distance en avant de cette ligne de terre égale à deux fois le 
diamètre de base de l'un des cônes. 

Ombrer la partie invisible demandée , sans y comprendre la projection verti- 
cale des cônes ( 1878). 

401. Un cylindre circulaire droit a sa base appliquée sur le plan horizontal. 
La circonférence de cette base est tangente à la ligne de terre et son rayon est 
de 0n,040 ; la hauteur dif cylindre égale le rayon de base. Un cône circulaire 
droit de môme base et de môme hauteur que le cylindre est superiioflé à ce der- 
nier de manière que la base du cône coïncide avec la base supérieure du cylindre. 
La génératrice SA du cône (le sommet étant S) est parallèle au plan yertlcal. 
On demande de construire : 

1« Les projections de l'ensemble des deux solides ; 

2» Les projections et la vraie grandeur de la seotiôn faite par on plan per- 
pendiculaire à la génératrice SA en son milieu ; 

8« Les parties du plan horizontal de projection cachées par l'ensemble des 
deux solides , l'œil étant placé sur la verticale du point A au-dessus de oe point 
à une hauteur égale aux ^/a de B. (1874.) 

402. Déterminer l'Intersection d'un cylindre de réyolutlon ayant pour axe la 
ligne de terre et d'un cône quelconque. On donne la section droite du ^lindre. 
(Diplôme d'études. — Dijon, 1876.) 

408. On donne un plan incliné de 80o sur le plan horizontal et de 45« sur le 
plan vertical , et le point où ses traces rencontrent la ligne de terre ; sur oe plan 
on construit un losange dont l'une des diagonales est parallèle an plan hori- 
zontal; elle a 0n,0ff et l'autre 0»,10; on prend ce losange pour base d'une pyra- 
mide dont le sommet se projette an centre du losange, et qui a pour hauteur 
0»,15 : construire les projections de cette pyramide et la projection horizontale 
de la section faite par un plan horizontal passant par le centre de base ; le centre 
du losange est à 0",04 du plan horizontal , et sur la ligne de pente qui est à 
0n,08 du plan vertical, cette distance étant comptée sur la trace horizontale du 
plan. (Diplôme d'études. — Lyon, 1876.) — [On ne peut trouver de plan réali- 
sant les conditions imposées, voir n« 126, III, mais prendre, par exemple, 
60* et 46«.] 

FIN 



6818.-- Tours, impr. Marne. 
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